。 现代 数学 从 书 。 


调和 映照 


上 海 科学 技术 出 版 社 


383562 
Modern Mathematics Series 


HARMONIC MAPS 


Xin Yuaniong 


Shanghai Scientific & Technical Publishers 


"本 代数 学 其 书 * 
调和 映照 
rsh 车 
上 海 料 学 技术 出 版 社 出 版 ,发行 
(HAH Se — Re 450 E 
A tabt Dee PH LEN 
FFA 787x1092 小 17t6 EVIKI4.75 插页 4 字数 186, 000 
i995 EO ARIA 1995 年 站 月 第 荆 次 印刷 

me; 1—1, 200 

ISBN 7-5333-3669-7/0 .184 
eth, 23.2056 


GP) 新 登 字 108 号 


A 8 ik 要 


7A FSS FOR RG PEL PALA 
天 有 关 的 理 沦 , 介绍 这 些 方面 的 主要 定理 .方法 和 最 新 进 
Ri, 并 系统 反映 作者 本 人 的 研究 成 果 。 本 书 共 分 6 章 , 第 
1 章 是 引 论 , 它 是 第 2 章 至 第 6 章 的 基础 , 也 是 调和 映照 
理论 的 简捷 入 门 ; 其 中 给 出 了 调和 了 映 拥 的 几 种 等 价 定义 
及 有 关 几 何 背 景 、 调 和 映照 的 重要 公民 和 基本 性 质 。 为 
方便 员 开 有 关 理 沦 ,开始 先 介绍 向 量 从 的 初步 知识 ,第 

章 至 第 6 ERRATA ARRAS A 
sean hota 存在 性 ， 不 存在 性 和 正则 人 性 ; 等 变调 和 
映 险 。 本 书 供 诊 等 学 校 数 学 系 高 年 级 学 生 、 研 究 生 及 有 
关 的 科研 作 员 参考 。 


ou izpo 


MAIN CONTENTS 


The monograph is restricted to some topics in the theory 
of harmonic maps. We introduce the main theorems, 
show the basic techniques and describe the author’s contr- 
ibutions in those topics. In such a way the contents of 
Chapter 2~6 are organized. The first chapter is an in- 
troductory material, which is not only the base of the 
later chapters, but also a brief approach to the theory. 
Among them are several equivalent definitions of har 
monic maps, basic formulas and main properties on harm- 
onic maps.For fixing notations and terminologies the chap- 
ter begins with elementary knowledge on the vector bu- 
ndles. Following chapters are conservation law, harmonic 
maps and Gauss maps, harmonic maps and holomorphic. 
maps, existence, nonexistence and regularity, equivariant 
harmonic maps.The book may be served as a reference 
book for graduate students, senior undergraduate student¢ 
and related scientists, 
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员 会 曾 组 织 编著 ， 并 由 我 社 出 版 了 多 部 具有 很 总 水平 的 数学 学 术 
专著 , 有 几 部 专著 并 已 在 国外 出 了 外 文 版 , 受到 国内 外 数学 界 和 广 
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1990 年 对 纳 委 会 作 了 调 束 ， 补充 了 一 些 其 名 的 中 年 数学 家 和 和 学科 
带头 人 , 建立 了 新 的 编 委 会 , 并 进一步 明确 了 本 丛书 的 宗旨 。 

“现代 数学 从 书 } 新 的 编辑 委员 会 由 苏 步 青 教授 任 名 誉 主编 
谷 超 豪 教授 任 主编 ,18 位 著名 数学 家 任 委员 。 编 委 会 负责 推荐 (或 
审定 ) 选 题 和 作者 , 主持 书稿 的 审核 等 工作 。 

《现代 数学 从 书 ?的 宗 骨 是 : 向 国内 外 介绍 我 国 比较 成 熟 的 .对 
学 科 发 展 方向 有 引导 作用 的 ,国内 第 一 流水 平 的 数学 研究 成 果 , 反 
上 映 我 国 数学 研究 的 特色 和 优势 , 扩大 我 国 数学 研究 成 果 的 影响 , 促 
进 学 科 的 发 展 和 国内 外 的 学 术 交 流 。 

WT ELLER E, 本 从 书 将 陆续 组 织 出 版 在 基础 数学 ,应 用 
数学 和 计算 数学 方面 处 于 学 科 发 展 前 沿 、 有 创见 且 共 有 系统 完整 


研究 成 果 的 现代 数学 学 术 专 著 。 

为 出 版 好 < 现代 数学 丛书?， 我 们 热切 地 期 望 厦 数学 界 各 位 专 
家 的 大 力 支 持 和 悉心 指导 ， 并 欢迎 广大 读者 提出 宝贵 的 建议 和 意 
i, 


上 海 科 学 技术 出 版 社 


1991 生 4 月 


序 


Tai 


WARE FP BNE Be 
自然 推广 。 它 与 多 复 变 函数 论 中 的 全 纯 上 映照 、 随 机 过 程 理 论 , 材 料 
科学 中 的 液晶 理论 以 及 理论 物理 中 的 非 线 性 场 论 密 切 相关 。 近 二 
十 多 年 来 ,调和 观照 理论 获得 了 迅速 的 发 展 , 它 是 当前 数学 中 主流 
方向 的 课题 之 一 。 
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Hit, 介绍 这 些 方 面 的 主权 定理 ,方法 ， 并 反 喘 作者 本 人 的 研究 成 
果 。 本 书后 5 章 的 内 容 就 是 这 样 组 成 的 。 第 1 章 引 论 ， 它 是 后 5 
AHE 也 是 调和 和 正 照 理论 的 简捷 入 门 。 和 限于 篇 幅 , 对 Riemann 
几何 中 熟知 的 事实 往往 不 加 说 明 地 引用 。 它 们 在 -一般 Riemann 
几何 书 中 都 能 找到 , 如 伍 鸿 启 等 人 闭 的 “ 莹 曼 几 何 初 步 ” 是 很 好 的 
参考 书 。 限 于 和 作者 的 学 术 水 平 ， 书 中 难免 有 不 少 太 受 甚至 错误 之 
hy 巧 请 读者 批评 指正 。 

本 书 的 很 多 内 容 曾 在 复旦 大 学 数学 研究 所 对 研究 生 讲 授 过 多 
次 , 并 在 中 国 科学 院 数 学 研究 所 , 在 中 国 科学 技术 大 学 举办 的 全 国 
研究 生 革 期 教学 中 心 等 作 过 系列 滨 讲 。 因 此 ， 本 书 也 是 这 些 讲 稿 
的 自然 发 展 。 本 书写 作 过 程 中 得 到 国家 自然 科学 基金 (特别 是 天 
元 基金 ) 和 国家 教委 博士 点 基金 的 资助 , 在 此 一 并 致谢 。 

最 后 ， 特 别 感谢 党 超 豪 教授 和 胡 和 生 教 授 在 本 书写 作 过 程 中 : 
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第 工 章 


引 论 


调和 映照 的 几 个 等 价 定义 ,有 关 的 几何 背景 ,它们 之 间 的 相互 
关系 ， 以 及 调和 映照 的 一 些 基 本 性 质 和 基本 公式 是 本 章 的 内 容 . 
本 章 是 以 后 各 章 的 基础 , 也 是 进一步 研究 调和 有 映照 的 基础 ,为 了 方 
便 叙 述 和 交待 有 关 的 记号 , 我 们 从 介绍 向 量具 开始 。 


§1.1 A A 


[F) EE ACRE PA a. ERAT TT 
跨 照 ， 也 有 助 于 了 解 其 它 几 何 问题 ， 本 节 只 介绍 向 量具 的 初步 知 


识 ， 
1.1.1 向量 从 

向 量 从 是 一 种 特殊 的 纤维 从 ， 下 面 ， 采 用 直接 的 方法 来 定 
x, | | 


定义 1.1 ERMEE, EM AT, 
且 满 足下 列 条 件 ， | 

D SEM pel, sip PARES WH (有 时 记 为 
F(R, 它 的 维 数 以 后 总 假定 为 常数 ); 

2) 局 部 平凡 性 , 即 对 任何 PE， 存在 分 域 pPEUCM， 和 
WA ” | 
kU x R +717), 

使 对 任何 9ED0, 映照 yil, y) 是 向 量 空间 Re fy eilig) 间 的 
线性 同 构 。 这 就 得 到 向 量 从 HCE, M, r). 
FINK EC HSA MARR 7 HABA, Cp) p 


2 Sie 引 论 
上 的 寺 维 D， 刘 为 二 的 局 部 坐标 系 。 这 里 如 可 以 是 整个 底 流 形 ， 
这 时 , HRA ABER, 

定义 1.2 Ges, MoE 是 向 量 从 吾 的 底 流 形 到 全 流 形 的 可 微 

BR, 如 果 它 还 满足 
Hes = 6d (EFRR), 
DA. HK 8 A: — PH, 截面 的 全 体 记 为 Fe), 

Bl HR REL ARSH. CHEMIE M 作 
乘积 , BEF LARA M xR, HEBER (Cp, cE Mx 
RX’, RMR MA alp, a) =p. HA i, FER, H 

ip, t1) + lP, v2) = Cp, by, + tata) 
决定 纤维 x (Pp) EAMES ay. n=l pf, Mx RHEA 
EREM ELERAN. 
W2 微分 流 形 六 的 著 从 了 HM， 
首先 ,了 六 SUT, 其 中 TM ERME SAMS, 8 


RARAN. HE, oV ETM, BELE” Hal, o) 
=p EX., zipp i A E e way 
ECP, V) Cp, v2) = (P, bv, + fee) 
所 决定 ， 
下 面 来 说 明 其 局 部 平凡 性 。 
WHE A pe M, FERRAR p CUCM Pepe pU) 
= (at, s CR (其 中 中 为 注 形 并 的 维 数 )。 设 -2，| 是 p 点 
第 《坐标 曲线 切 向 量 , 那么 定义 有 Ux Ree) iF, 
hip, v) = ozal, 
Eip os (ol, , o"), RADE, MIE eert), > 
p'=z2(e) EU, 
BB 


a 


RIN 


§11 向 最 从 8 


h-¥(e) = (ae), (ot, =, 0")). 
这 说 明 矿 是 微分 同上 是 。 

因此 TM 构成 性 上 的 向 量 从 ， 称 之 为 万 处 。 切 从 上 的 截面 就 
是 流 形 于 上 的 光滑 向 量 场 。 

例 8 FHEA., Dmr >N 是 向 量 从 召 ， 蜡 为 另 一 微分 
He. 2S, MN BPR. RNA LHS BA 
FE, =f, 

1) SWB Ewe, OR M xE 中 满足 下 列 条 件 的 子 
集 

Ftp) = 7(e); 

2) HERR fi， MRCP, =P REN. HEM 

fip, 6) =¢, BAA FARR 


f 


Ši 一 一 > 上 
m| f la 
MR, 
3) a7 (p) EEY m E E Te eS 
Mt E EA ZAHEER (Ce, e) (Pp, #2), 因为 r(e) = 
fp) =x), 即 er 和 ee 是 E 的 周一 纤维 上 的 二 点 ,它们 作为 上 
纤维 上 的 二 点 可 必 线 性 运算 这样, 我们 可 以 定义 1 间 一 纤维 上 
bay (ea a 
iP, ey + h (Ps B) = (P, fie + bez) , 
A EUA B Fy (fF) 和 Fi (B) BIW. BSE, M alhet 
sez) = F(p) 
FOP, 61) +a, eo) = F(p, tert her) 
= #6) + hye, 
=tif(p, el) +h F(p, e). 
所 以 , 产 是 PFE) 到 Fy (2) PRERE, BRA 
RHEUM ees, 它 在 于 下 的 原 象 如 果 是 (Pp, ©) 和 (9, ©), 
当 考 虚 x-1(P) 上 点 时 必 有 了 P=, 这 说 明了 还 是 单 爱 照 。 困 此 
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FaF EA Fiji) CE) FRE AANA, 
4) 局 部 平凡 性 
MHA PEM, AMEN. RU, A) 是 吾 的 局 部 坐标 
系 。 令 Ui= 了 -1(0), 不 妨 设 Ui 是 2 在 性 上 的 一 个 坐标 邻 域 。 那 
Ky 定义 hs Ui x Ra ORF: l 
hlp, ©) = (p, Kf), 0)) EM xx (UCM xS, 
EW EZF 


fip) = Th Cp), 2)), 
所 以 


hp, EAT (UN) Cai, 
h BRA. EXE CRED AR, Heer), W 
未 el=(ay e) EM xe, HME Fp) =r), MER 
h-t (e) = (fF (P), V), 
其 中 ve Ro, 那 末 可 定义 
AT (ei) = (P, %), 


显然 
hahi (e) =hi(p, v) = (p, hf (Pp), ©)) 
= (P, heoh-*(e)) | 
= (P, e) = fy 
EL Be 


h-joh,(p, o) =A (p, ACF CP), %)) 
=(P, v), 
这 就 说 明了 M Ui x Reat! (U1) eS FEB. 从 而 ， Oh, h) 
和 的 局 部 坐标 么 。 

这 就 定 多 了 诱导 向 量 从 m bie, 记 为 fle, 

特别 地 , MA PRR ff, MON, BBA SOTN, Ext 
研究 映照 了 的 性 质 有 很 大 的 重要 性 ， 

例 4 tf, M-N E Riemann WBNS A. Mf 
PEM, ZEO, DHR, HP o EEXT pM DSN 
A Bb EARRA NM, PRRI 它 构 成 向 量 必 ， ES 
读者 自行 验证 。 


§1.1 向 E M 5 


我 们 知道 ， 从 已 知 的 商量 空间 可 以 作出 各 种 各 样 新 的 向 量 空 
fl, iV AW Bi RS, Hom, WRAT BIW H REE 
Sky OW 表示 下 AW KR VOW 表示 对 称 张 量 积 。 还 有 ， 
从 六 x 六 到 于 的 所 有 对 称 双 线性 变 摸 全体、 六 的 对 偶 空间 六 = 
Hom(V, R) V ty Ris AV SS, Hi, WARM 
EAA Ei, +, By REEF, (Hy), +, Fo Es LER 
任 一 方式 得 到 新 的 高 量 空间 , 记 为 卫 ,。 宋 义 全 流 形 AB BS 
闻 2 HOA AB BE Fs 

E= J> 


和 投影 映照 m, EMH rF =p, BARE LEIA 
SAG, CERASHBMARABA. ARS AK 
书籍 ; 如 文献 [78] Fl [L], 

pi > LAT PRS RETA FAA A RT, WOR 
型 上 的 光 靖 向 量 场 就 是 切 欠 工 弄 OR. CM RAR A aR 
从 了 TH 训 ", 它 的 截面 就 是 普通 的 一 次 微分 形式 ， 而 任何 一 个 首次 微 
STEKO, 就 是 ATM" HR. BAH, Se BRERA 
EAR. Ri, HERRA JMN, 它 的 第 二 基 
EER IEH Be AHom(TMOPM, NM) AiR, 

1.1.2 联络 

AT Fe BASS JL EE A, 我 们 要 引进 联络 的 概念 。 

WM Riemann Fie, r, E-M 是 向 量 从 ， 

1.8 ARAL ERR E — ANRE POS V, 
MIM) x TR) 4) OF XEL(TM), ¢EPCH), E(X, 4) 
FEV FRR Ved), 

1) Vind = F¥ xdy 

2) Vrivb = Vxb+ Ved; 

3) Velh tY) = Vx Vit; 

4) Val fb) =X (fot fV xd, 

这 里 X, Yer(TM), ¢, ver(h), fAMELMBR WM fe 
(MSR). | 
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注 MEMO PEM, Vid EP MMR X, 5 
$ HM ktp #5 X, Meher 上 的 值 ， 即 ， 如 果 ， 
Xer(lM) +H X,=X,, WA, (Veb),=(Vab),. RBA 
GE P(E), 31H. -=r 那么, RUTH (Vad) y= (Vee)s. 

有 了 联络 , 就 可 以 按 如 下 方式 定义 曲率 。 Nie X, Yer 
(TA) AGE T(H), 

R(X, Pot V Vo t VV Y an (1.1) 
ENUAN T(ATM) xA TCL), ERARE 
它 关 于 X, 了 及 5 都 是 T(x RAEN. 

注 、 这 里 必须 注意 曲率 定义 的 符号 习惯 ， 不 局 的 作者 往往 采 
用 不 同 的 符号 。 这 里 的 符 导 和 古典 曲率 张 量 的 符号 是 一 致 的 ， 

设 EM 和 加: 对 是 底 流 形 开 上 的 二 个 向 量 A MEE 
的 联络 YE 可 以 诱导 出 各 种 诱导 疝 量 从 上 的 联络 。 

1) 直 和 的 联络 

Vx($i:Oe2) EE VE OVA de, (1.2) 

2) 张 量 积 的 联络 


Vx 人 {tl Qer) EE E (VE) Cpe t BD (Vibe) (1.3) 
Hh YeEr(?’M), FET(LYR w&eEerc#,), 
3) WHA RS 
BH XEr(LTM), 6ET(A)UR ELE"), WR 
(Vigo St X y*(6)) -Y (V9), (1.4) 


4) 线性 变换 从 的 联络 
设 .ET(Hom(B, #2), eh PO XE (TM), WE 


(Vrd MEEVEE gh) ~ of (VEG), (1.5) 
从 上 面 这 些 例 子 中 可 以 看 出 ， 从 原 有 关上 的 联络 可 以 得 到 各 
种 各 样 诱导 从 上 的 联络 , 它 类 似 * 导 数 ”, 并 且 与 张 量 的 缩 并 是 可 以 
交换 的 。 
下 面 来 讨论 Riemann py A, 
KABA E+-M 出 发 ， 可 得 到 它 对 个 从 的 二 阶 对 称 张 重 积 品 
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CYE", EMER aerO E"), 邵 困 在 性 的 每 一 点 是 正定 
的 ， 它 就 定义 了 疝 量 从 加 上 的 一 个 度量 。 任 一 具有 联络 AA 
e HRA E, 如 果 4 在 诱导 的 联络 下 是 平行 的 ， 即 Yxa =0， 那 
K, (E, V, a) 就 构成 Rierann HRA, HO, VETE) UR 
XEP(TM), Wale, ¥) = @, v, BRA 
(V:a) (h, Y) = Xd, P- CV 2d, Y>- 6, Vib, 
所 以 Vze=0 等 价 于 
X <b, b> = (Vr, o> + <b, Vad, (1.6) 

KER Riemann 向 量 从 ， 可 按 自 然 的 方法 诱 学 出 它 对 侦 
失 上 的 度量 ,以 及 各 种 各 样 诱导 从 上 的 度量 , 这些 度 量 关 于 所 讨论 
过 的 诱导 联络 从 好 构成 Riemann HEMA, 

NM 上 最 基本 的 和 岛 量 从 是 切 从 ,根据 Riemann 几何 基本 定理 ， 
其 上 存在 唯一 的 Levi-Civita 联络 , 它 除 了 满足 Rierann 联络 的 
top, I ee. WA TM 关于 Levi-Oivita 联络 的 
th aE ay Rie: ann 曲率 。 

同样 , 我 们 可 以 定义 了 om (Ey, E) AEM ER. Bow, 
B@er(Hom(h,, Ez) 


LA, Bym ME ot (Ex), BCE) ms (1.7) 


Hp mEM, (E) Erem LAS IER mA EAREN- 
取 是 元 关 的 ,不 难 验证 , EEL. T7) XTK. 5 必 满 足 RBieiranm 
向 量 从 的 条 性 (1.6)， 

最 后 ， 我 们 利用 所 描述 的 方式 来 定义 回 量 从 截面 上 的 重要 微 
分 算 子 , 迹 —Laplace H+, 

3 Xer(THM)ñ ye rE). 在 Hom(TM, E) 上 有 一 个 坟 
面 V¥ 定义 如 下 


V(X) Siv ze, 


再 利用 Hom(TM, 本 上 的 诱导 联络 ,对 X, Y erran, 定义 
Voceri Ey 
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Very EE (VrCVy)) (F) 
= VE (VEY) F) -VA VaF) 
=VEVE)- VĚ yt, (1.8) 
BR(X(p), Y(p))>Vrrd (p) 是 T, M E E, 值 的 双 线 性 映照 ， 
取 它 的 迹 就 得 到 VY 世 (2); 从 而 , ELTE LPWRM. ATV? 就 
称 为 迹 -一 Laplace 算 子 。 
命题 1.4 如果 底 流 形 并 是 紧 致 定向 的 Riemann 流 形 ， 那 末 
VEEP E LRA BAA RE EEN ALAR. 
证 明 OER PEM, Rp SEM Sx Epa s 
Ki Vaer = 0 CABART MB SEKI). INK, We, 
PET(E), 在 Pp 点 有 
CVa, p = (VEVEY, $Y 
= e LVE, p>- (V26, VEJ} 


= 6,<VEd, p) ~ Yh, Vd, . (1.12) 
令 v= (VE ‘bs Ber, 
显然 BM ERS Me ee, 并 且 有 
dive = <V.,%, Ep) = (CV 34, >), (1.13) 


(1.12) RALA CL. 13) RK, 并 且 积 分 ; 得 到 
| p 《Y2 pyel = | diveosl—| (Vo, Vb>el, (1.14) 


其 中 ol RM EW Ro PRR A Ra). h Green fe 
BH, (1.14) AE 


| vs 人民 = -| Ve, Vera, (1.15) 
H H 
同样 可 得 | | 
| (1.18) 
因此 | 
| ev, @rat= | e, Voal, (1.17) 
Ja y 


这 就 证 明了 这 一 上 splaoe HTH A Hatt AK eH, 


$1.2 72 #7 me 9 
”进一步 , 可 以 验证 迹 一 Laplace FMT. 
注 WFEAAM XR, TEX BARRA Pa Ë wx Er(TM)}). 
¢er(Mx R), 
: Vb et X ($) | (1.18) 
BAR, 由 此 出 发 ,在 M x BE eM Laplace 算 子 就 是 
SF PIE Mb ea Sy is Laplace WT, 
RM LIN RRAIR RCo"), gor 表示 第 了 坐标 曲线 的 切 向 


天。 度量 张 量 为 


8. zi 
go =¢ nt? Dai ?? 


EIB (97). FERRY Levi-Civita 联络 下 ， 
YY 
a Gat ad Or ? 


其 中 Ti RMR RIGS. WE 从 (1.8) 式 入 .18) 式 立 即 得 到 将 
迹 一 Laplace 算 子 作用 在 下 上 光滑 函数 的 局 部 袁 达 式 


它 和 2 上 光滑 通 数 在 普通 Laplace 算 子 作用 下 的 局 部 表达 式 是 一 
样 的 。 以 后 用 Aw 表示 流 形 玫 上 的 Laplace 算 子 。 


$1.2 调和 映照 


FPR RA AL A re PA ER OL 
景 以 及 它们 之 间 人 的 相互 关系 。 
1.2.1 feat 

HM ALN GPE mA n EK) Riemann Wiik, <. Yu Alc, da Be 
AMA Lig Riemann 度量 。 有 时 , YT, ER 引起 误 
fs PEARLS KH FRM URN SS EPR 
的 Levi-Civita 联络 分 别 记 为 VW mV, 

E J: UN HERR. CAITHE AZ Il RRR 
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fs, TM>TN, ANAM LBS GEM B= 了 -1TN， 
BATAAN bay Levi-Civita 联络 Vv ABI ty BM JTN 
上 的 诱导 联络 如 下 :对 于 任何 全 ET(TM) mser TN), 
记 3 = Gafar f, Ha, BM LAE MRK lal, o) BV E 
的 局 部 么 正 标 架 场 , 我 们 定义 
Vx st dag(X)) Ero f ag(Vigxta)ef, (1.20) 
bots 实际 上 是 沿 着 了 的 下 上 的 向 基 场 。 因此 /-!TNW 有 从 NW 上 
继承 的 Riemann EE., AGERE, ERASER V BAR 的 
Rierann 度量 满足 Riemann [py] BAH HE, 
设 (91) 磊 分 别 是 M, N 上 的 度量 张 量 。 PS ARATE 
得 到 开 上 的 二 阶 对 称 半 正定 张 量 了 吸 ， 它 称 为 映照 了 的 第 一 基本 
形式 。 它 是 向 量 从 了 六 "QTM* 上 的 一 个 截面 。 对 任何 X,Y ET 
CTA), i 
F*RCX, Y) aA LX, fF) = Cf, Xy 6.2% yn, (1.21) 
ETM BRIE 9， 取 Fh Aya ERAR T RE 
度 


e(f) = Fate Faas | (1.22) 
Hh iel, --, m EMEMAWA EPE H. 将 能 量 密 度 在 
整个 流 形 弄 上 上 积分 就 得 到 映照 了 的 能 量 ， 
B= 5 | Fues Fue)sl. (1.28) 
如 果 我 们 取 M, N ERR SHEARER AR PR DR 
(y")。 对 应 点 的 坐标 曲线 切 向 为 如 7 Pse WK 


i a 
6(f) ~ gt, Ort? fu 


一 A gis of” ofa 
2 


Bz" Oar “aes 


ROF oy 及 haa SYS MEAN ARE RSE I IR AB EB S 


$1.9 wm mm u 
E. Hk, FAREI PH RERABARA 
E(f) =z 9 Dfe OF’ yal, (1.24) 


BoT “Ou! 
Wo EMAA ADASA RE OM, 其 中 g aM 
上 的 Riemann 度量 , A JEM ERJ AR. PAMERAN a 


sy BRE C4 入 为 常数 时 , O ank). ML 2 RBA 
E(fod) = [aire (fy el, 


这 说 明 , 4 MWER m = 2 时 ,能 量 积分 是 共 形 不 变 的 。 
EO MRAR HERRERA, 那 末 ， 了 是 常 值 映照 ， 
即 象 了 (MM) 只 由 一 点 组 成 ， 
1.2.2 张力 场 
我 们 首先 引进 映照 了 的 第 二 基本 形式 . 
HX, Yer(TM), WAS, eR 了 -!TN 值 的 一 次 微分 
形式 Qf 如 下 ， 
af(X)Si yr x, 
即 dfer(T*M@sS TN), REE Vidf Ee T(T*MQS"TN), 
XE V RABAT MOS TN 上 的 诱导 联络 。 今 后 如 不 发 生 
RA. 用 同一 个 记 寻 Y 表示 不 同 向 量 从 上 的 联络 , 意义 一 般 可 从 上 
下 文 自明 。 
定义 册 照 了 的 第 二 基本 形式 为 
By (Fj Si (Vad f) (FyET(FITHN). (1.25) 
从 定义 不 难看 出 Bxy 关于 X,Y BMRA, HM Le 
光滑 函数 和 ,有 
B, xr = By = ABs, o 
SRA ERE Rf FE- HEARE ERO A) FFI 


ô , ð 
X = XE YY, 


而 


Bs 2-4 af) 4% 


Bal ged FET 


_ afe @\ pr Ê 
=V a(o g) TTia 


_ E2 fa a , oF of? = , 
= spe By= aa! Gat as a 
2 Of* B 
7 r; EJ Pys’ 
其 中 Ts, EM LAT RIS le 是 入 上 的 光 氏 记号 ， AERES 
关于 下 标的 对 称 性 立即 得 到 Ba 2, KT i, j 是 对 称 的 , AES xr 


RFX, 了 是 对 称 的 , 即 
B(fF) ET(Hom(TMOTH, JOTN)) 

定义 1.5 MSR fid MN, 如 果 BF) = 0, EB f 称 
“Al EM HB ABS 

全 测 地 映照 的 几何 意义 是 它 将 二 上 的 测 地 线 陕 照 到 万 上 的 测 
HA HARARE, ATR A, SBM 
上 任 一 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 7 (一 6, ©) >M, 它 在 映照 了 下 得 
HN EA He Soy, (-2, e)N, 注意 到 


of 
” Wace ot} its ) = ka dr f 一 人 
ai ae 


(1.26) 


立即 得 到 所 要 的 几何 解释 , 
取 第 二 基本 形式 Bav (7 的 迹 就 得 到 张力 场 l 7 
(Ff) SEB, Cf) = (Ve dF) (6s) (1 27) 
它 是 ITN 的 一 个 截面 。 
定义 1.6 对 光滑 映照 f, MN, 如 果 Tf) =O, RK SR 
为 调和 上 映照。 
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下 面 米 推 导 张 力 场 的 局 部 表达 式 。 设 or M gir HER S 


下 和 伍 一 对 应 点 的 坐标 曲线 切 交 星 。 从 代 .26) 式 立即 得 到 
t(f) -9 4, 


agit (EL, ry L a Plte OP) 0 
> ¥ 
= (Aufe+ gHr, an on ) H , (1.28) 
其 中 Ay EREM bit) Laplace 算 子 。 这 样 , RBH Sa Ae 
照 在 局 部 坐标 系 了 的 偏 微分 方程 
Ay fers gt Tit OF =o, (1.29) 


REO PE AY — EL, RB PE 
i LR EB EE TE LY EE, 
1.2.3 第 一 变 分 公式 

张力 场 和 能 量 之 间 的 关系 由 第 一 变 分 公式 所 描述 。 设 ET 
(fTN), 它 也 可 看 成 河 着 了 的 对 上 的 向 量 场 。 据 此 可 以 得 到 单 


SERRE Jo He fo= Yeh =o, ,也 可 看 作为 有 x 


(一 2,£) > 的 映照 . BAL LT ERRAR A eu E Vael» 
=0, BRA 

a 
Fr ot 


ANKERRAK f: MENEH. 
| FBG) =F Sf foto foe del 
-| V fetes facial, (1.80) 
AEM LE Li ., 它 的 局 部 表达 式 为 
W, = < it, fer)es, 


k 


“Vv, p Br 一 a -0. 


它 的 散 度 为 
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div, = CV E faee J e 


= Ve df (i é 


> Fer + (2, afar 
= (Ve df,). er poe cf TF) 


=<{Y 9 EF es, fiti + < A » TF)? 


,fee Fros Ce ear, (1.81) 
ME o WERA R MAMEN W, KARKE. B Green 
定理 
Í divW ,#1 =0, 
H 


将 全 ,31) 式 二 边 积 分 ,代入 (1.30) 式 就 得 到 


-CD = (Us, tf). (1.82) 
这 样 , 我 们 就 得 到 第 -. 变 分 公式 
BUFO = -fk rl (39) 


从 第 一 变 分 公式 ， 立 即 知 道 ， 调 和 映照 就 是 能 量 积分 的 临界 
kis TCS) = 了 即 能 量 积分 的 欧 控 - 拉 格 朗 日 方程 。 
注 WR IMHE vut, MK 
{div ,1 = | ied (1.34) 
其 中 xf) 表示 体积 元 el 和 W, 的 内 积 。 如 果 , 我 们 取 el es 
fy-1€ T (eM), 而 €n 汐 OM 的 法 同 ， {P15 v's Omt ARM BRA 
H. BA «ly = olA Aa HA 


te, (#1) = hs, Faea DIA ADA AB 


= (Et, fuen elon + (包含 on 的 项 )， 
所 以 


81.2 W #0 ah HA . 15 


-$ E(f.) = f E Puenet-[ SE, afd, 


1.2.4 调和 喘 照 实例 

从 前 面 的 讨论 已 表明 调和 肌 属 是 一 类 很 自然 的 变 分 问题 的 
和 解 。 从 下 面 实例 中 可 以 看 出 ， 它 与 数学 中 很 多 重要 的 概念 和 研究 
对 和 象 有 者 上 自然 的 内 在 联系 。 

例 5 MR NHR, 象 流 形 为 实数 , 那 末 方程 .29) 化 为 

Ay f =0, 
即 了 就 是 流 形 型 上 的 调和 函数 。 

例 6 如 果 出 发 流 形 是 线段 , 时 = [10, 1], BEHEA. 29 

为 

(fe o 
LUN ERMER MITE. 因此 ， 调 和 映照 是 测 地 线 概 念 的 推 
三 。 

例 了 WRS MoN REPERA MAS BRAKE 
RAJ ERDERA, 

设 X, Ycer(TM). He, ERB MA p iLevi-Civitai 
络 有 关系 
| Fa Vil) = Verh Y)', 

其 中 ( OTERA J 的 向 量 场 在 (2 和) WAR, WEEE f 
的 第 二 基本 形式 
Brr(f) = (Vaf) (F) =Viaxt,¥ ~ fx (VF) 
=V xfrY -Vna Y= Vid, ¥)* 
就 是 等 距 当 入 了 下 ， 时 作为 驴子 流 形 的 第 二 基本 形式 .因此 攻 在 
N PAES hi R a 


H=Żr(f), 
这 说 明 当 为 等 距 淄 入 有 时， 平均 曲率 为 怜 和 张力 场 为 零 是 一 样 


的 。 
Ae HG MG: 是 具 双 不 变 Riemann EERE H, J, 
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一 Gs 是 李 同 态 , 那么 了 是 调和 上 映照. . 
Heath, RNA mA KH gA Re. 

GEG, ee: HIRAI. Bt e BARE EAR AT ez 附近 的 法 上 坐 

标 。 这 拌 ; 可 用 G HERRAZ LY BB USA, 同样 ， 

可 用 Fo ABER SEAR 62 近 旁 的 点 。 而 fy Fie ERTE E f, 

ERR EGE RAR, KREERT S Reo ER, — 

方面 , 在 法 坐标 原点 , 克 氏 记号 为 零 。 这样 , 从 代 .28) 式 即 得 

tft =O, 

例 9 设 MR FAK FER s 间 的 浸入 子 流 形 ， 我 们 可 以 定 
文 广义 商 斯 映照 y MG nn HAER — RPE M, AS fA 
TM, TM te Ron 平行 移动 到 Rete 原点 得 到 Re 中 的 m 
维 子 空间 , 即 Gress: ann ME Gan PRIA CP), Ye MG mnn 
称 为 高 斯 映照 ，Ruh E ği Virs J GET vy SLU AR HR A E 
条 任 为 型 是 Oe 中 的 平行 平均 曲率 子 流 形 0。 

我 们 将 在 第 3 章 讨 论 直 此 而 引起 的 调和 了 怠 照 在 子 流 形 理论 中 
的 应 用 。 

例 10 WEMMN Æ Kähler Hi, fı M+ EE R, 
那么 了 一 定 是 调和 映照 。 

因此 ， 调 和 映照 在 复 几 何 中 有 重要 的 应 用 。 我 们 将 在 后 面 第 
4 章 进一步 讨论 ，。 

例 11 在 同 伦理 论 中 重要 的 Hopi 映照 加 3a? E Wl Fl k 
RM. Hs = (Ha, a) EC [alt la l*= 1), WHET G mE so 

h(a, 22) 22% Ozz, [a]? jahe — (1.35) 
PERIE AG, 22) WYRE PR C = RI 上 的 2 次 齐 次 调和 函 
数 。 从 后 面 命题 二,18 的 菇 果 知 道 ， 它 定义 了 5 到 8 上 的 调和 映 
照 。 我 们 来 君 这 个 映照 的 几何 意义 ， 设 Ts 是 通常 的 
Hopf 好 维 化 映照 。 对 任何 (2 Dest, 如 果 存 在 EC， JA =] 
EC, 2) =A, 2), BRAC, W StF C, a), 8 关于 这 个 
等 价 关 系 的 商 空间 为 CP'， BMA, CP’4CU {oo} iF, ME 
何 [ wje CPF, 其 中 [者 示 等 价 类 元 素 ， - 
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. R 
AE (@1, 2)] = | ee ae 
再 由 球 极 投影 P; CU (cohos?, 最 终 投影 到 s: 上 。 注 意 到 对 任 
HeC Uiw, 


_ 2BR DE wa |s|: 一 工 
PO (Rr PAT qh CSD 


MA (1.35) RK, (1.56) RA (L.S7) BIR AT RL A= poten, 


(1.36) 


$1.3 Bochner A AS 


Bochner 技巧 在 微分 几何 的 诸多 方面 都 有 重要 的 应 用 。 本 节 
目的 是 推导 调和 映照 中 的 Bochner BAR, 并 且 维 出 它 的 一 些 应 
用 。 关 于 Bochner 技巧 的 专门 论述 ，、 及 其 在 微分 几何 各 方面 的 展 
开 和 运用 , 请 参阅 任 鸿 晒 的 专著 62。 
1.3.1 Hodge-Laplace 算 子 和 Weitzenbick 公式 

i 和 H+ MF Riemann WM i Riemann MA. # 
BARA A T°M@QE, 它 的 任何 一 个 截面 oe FAT" M QE) Hh 
为 召 值 的 多 凑 共 微分 形式 。 ， 

MME Li Riemann 庶 量 诱导 AeT*M@E | fyRiemann 
上 度量 如 下 ;对 任何 @, 0E T (ATM QE). 


{0, gy ef €Y Oke Cry), FC 6,,, e., Oil ey (1.38) 


fg Eua E p 


Hoh {ep 有 是 于 上 的 局 部 各 正 标 架 场 。 

MIM bh Levi-Civita BAME LERET Fl BA 
APT * MOE EMRE, BO=0’@se F(AT* HOE), Herh 
a Eer(art*M), serch), MENA XeTM, 有 

Vx = (Vo) Qs + @' OV z8, (1.39) 
所 及 ,对 Zi, XLET(TM), 有 
(Vra) (Eis s Xp) 
= (V0) (Xi +, AOH A +, XOV 


1s Sie 引 论 
=Vy @(Xy, os, X5)) 8S- Bia’ (XL vy Vad yy 


oy Ny} OOS tV o (X1, ++, X_) 8) —- Velo’ CX, 
X,)) Qs | 
=VX n Ro)) = Fol Xi, my Vas, oy Xo) 
(1.40) 
从 民 .38) 式 和 (1.40) 式 容易 验证 AT*MQE XTE (1.38) 
和 联络 (1.40) HR Riemann jf HAM, 
我 们 来 定义 外 微分 算 Fd, (APT *M QE) (AUTOM 
E), SHEMoET(AT*MQE UE Xo =, X,ET(TH), 
do Xg, ++, Xp) = (—1)*(Vx,0) (Zo, y, Bay, Xo) 
(1.41) 
STM, 对 普通 外 微分 形式 的 外 微分 算 子 有 =0。 但是， 对 向 
量具 值 微分 形式 所 定义 的 外 微分 算 子 ， 不 具有 这 个 性 质 。 从 
(1.41) 式 不 难 导 出 
dw( Fy,, er, Appl) 
=P- D(R(X;, Xa) (Xo vr, Bee Bay es Koad, 


还 可 以 定义 余 微 分 算 子 6 (ATM QE) lA TM 
QEJF: 

Ga X 1, e, Xp-1) = CV) (1, Xi, y Ky), (1.42) 
Ht {ep EM ERER TE RB, 

对 任何 二 个 吾 值 3 形式 @ 和 有 它们 的 整体 内 积 定义 海 逐 点 
内 积 的 积分 ， 


(@, 8) ef (0, O41 


命题 1.7 EM» E Be Riemann i jG, m, EM & {E 
Rierann 向 量 从 , BBR (1.41) A. 42) he BF EMi k 
FB A Re os Sa 

证 明 事 任 -- 点 9E 型 附近 的 各 正 标 架 场 , 并 且 使 Ye] = 
0, HOE P(ATUI*M SE), G6 T(AT*M@E), BK GE 


§1.3 Bochaér HSA di 


(.401) hn (1.42) AE g A RTIA 
ddo, OY = Cm LEK, Oey ory Says s Cindy OC Au, 
sty Cipi? 
= (-1)**1V,, LOCE, tery Bigs tte Condes OE,s 
y Gay}? —(~1)**l{ale,,, sees ip 
ety Bsn) Vo 8 (64, e, Gig}? 
={-I) mY, LOCC, ey Bing vty Finds Beas 
rity Bip)? LOCEn, ey Bas t'y Finds (Vo 0) 
» (Sigs Gigs ote Bons ote Sap)? 
= (-1)**'Ve, ler, tery Bags erty Ba), Ois 
rey Cig)? + (@, 08), (1.43) 
令 


有 = LOCO s tty Bs ty Cio)s O69 ore Cap} I@LA 
NB At A Dms 
HH (o) Eep AE. TA a 是 六 上 整体 定义 的 -1 次 微 
SIR. HH, 
AR = Dy AVe? 
= (— IHV a COC Ens ta Pays tity tip), Oe, 
er, Eijl (1.44) 
HEL. 44) RRA 1. 43) SK, FE EM LREN 
(da, 0) =| (do, 0)*1= | dQ+ (a, 0) 
H E 


= (@, 8), 
现在 ,我 们 可 以 定义 Hodge-Laplace 算 子 为 
A=dð+ôd, (1.45) 
THEA t+ Ep BARRE Pp EA. 
命题 1.8 SMERE à BAA. PEEN fi WH 
T., 
HA 从 上 一 命题 的 有 关 式 子 立 基本 得 


(Aa, 9) =f (aa + dd)o, @)al 


20 818 引 g 


=| (6, O85 «1 . | so, toyal 
= (dM, ÖH) + (da, dé), 
Hope Ae? ELACA Sib pes. As 
(Ao, 6) = (a, Ad), 
WA SAE Ag. M 
(Aa, @) = (da; da} + (da, da) >, 
并 且 等 导 成 立 充 要 条 件 是 中 =0 Aido=0, Alt, ABKEEH 
子 。 ETETEA TEMEER Weitzenbick 公式 以 及 W-Le 
place 等 子 的 本 图 性 即 可 得 到 。 
对 任何 一 个 五 值 P 形式 ,如果 Am=0， BA oR iA fo HY 
式 。 当 型 为 紧 访 形 时 ， 前 面 已 经 说 胃 @ 为 调和 形式 的 充 要 条 性 是 
oh ABs, Bl do=0, 和 名 为 余 闭 形式 , E do =0, 
ME RIS Bf, MoN, CET SOT 值 
的 1 形式 &f, Wafer(l*M2f TN), CHERERE RH 
成 
ena tars, 


这 里 | ' | FeaR ARE WR PAF. TMT nN OA oR 伯 特 -Schmidt 
E. BRAS HBPCIBRIECRK, MAC.41), 有 
dF CR K = (Wx, F) (X12) — (Wa, df) (XY) 
= Byix CF) — Braz, (Ff) 
=0, 
这 说 明 上 映照 了 第 二 基本 形式 的 对 称 性 ， 相当 于 AF FEF OLN A 
ie. MMs (1.42), WA 
6(df) = ~ (V af) (6) = — TF), : 
因此 了 是 调和 映照 的 充 要 条 忻 是 9f 是 余 闭 形式 ， 这 样 ， 可 得 下 
ARIE. 
推论 1.8 AMER, 7 CIA RREA df 
是 FOTN ARR 1 形式 。 
下 面 来 淮 导 重要 的 Weitzenbbck 公式， 


81.3 Bochner He. 2) 


命题 1.9 HEEM PBR oF 
Aga = — Vw + 8, 
其 中 V 表示 前 面 引 入 的 迹 -Laplaee 算 子 ， 且 对 任何 Xis s My 
Er(TM)}), 
S(X1, aa | X 9) 
= (-1)*(R(e,, Xaa) ly Ky, +, Xa, Xp), (1.46) 
证 明 EM LET A 9 RaR ERR {64}, FF 
AY.¢:1,=9, WK, AX s X,ET(TM), Ap RR 
dda(Xy, or, Xp) = (—1*(V 5,09) CK, ee, Ky, es Xp) 
= (-1)¥-!V,,6a(X,, ty xX, rity X 9) 
— 2 DP Neal X, ty Vayda, 


m 


very Kay tery Xo) 
=~ (~L) IY CY, ,om) (8, Xa, 
vey Èa ve, Xp) 
FEC DEN (V0) (e, Xi, 
s Vx, An e Ku very X,) 
= (—1)*(V¥z,V.,@) (6, Xi, 
oy Kye XK) (1.47) 


5A, 

. dal Xy, +, Xp) 

= —(V,,da)(¢,, Xn ++, Xp) 

= -Ved (Cis Kis es Xp) 
+ Didofe,, Ay tty Vy dy oy Ap) 

= — Yo, (VD) (Xi, ++, My) 
— (-1)FV,, CV x,@) (er Xi, +, Kay ory Xp) 
+ Vat) (Xi oy Wy, Xs, ory Ay) 


Lal 


+2- T}¥ (Vy, @)( 8, X, y Ney Vis, ws X% 
+ (— 1I) (Yona @) (684 Xis “ths Xs, en | xX») 


2a 第 1 章 引 È 
+ DW) (Eig tty Va Kay ns x,, rity Aa) 
= —(V,,V.,@)(X1, +, Aa) 
— (= 1)*(V,,V ag) (ei Xa) Key ory Xp) 
+ (IV (Vona ©) (6n Xn s May ory Xo), 
(1.48) 
从 员 .47) 式 和 (1,48) 式 得 到 
Aol Xi e Zp) = e (Vo Aa e Ap + (-1)* (V3, V,, 0 
-FY aO tV larx 2) (er “1, 
e Xa tty Xp) 
=~ (Vo + )(Xi … Xp). 
1.3.2 Bochner 型 公式 及 其 应 用 
首先 应 用 Weitzenb5ck 公式 推导 调和 映照 的 能 基 密 度 的 Bo- 
chner 型 公式 ， 然 后 给 出 它 的 一 些 应 用 。 这 个 公式 在 调和 映照 理 
论 中 具有 重要 的 作用 ， 从 以 后 各 童 将 可 看 出 它 在 各 种 河 题 中 的 应 
用 。 
HARER, MN, Boondfer(r*M@f'rn), M 
(1.46) AF R, sey Te rT), 
S(X) = 一 (总 (et X)o)e, 
= -R" (fpe, fX) fatit f,RictX, (1.49) 
OH 1.10 SMN RAAR, OK, FARY: 
Aet f) = ECF) |? 一 SR" (Futis Fati) F yO fut? 
-tf Ricte,, f .ey, (1.50) 
证 明 ” 取 弄 上任 梧 一 点 和 鱼 附 近 的 各 正 标 架 声 fe}, FFB 
Vee le =O, WK Weizenbock 44 (1.46), 立即 可 得 


Ae(f) =A af, af) 
= <V?df, df) + | BCF) |? 
= ~ (A(df), df> + | BF) |? 


= CRY (了 gtis Jats) 了 .61 Fe 
+ <F RiceMe,, fe, (1.51) 
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ABa S AVA Fk R AF) =0, AG.55 式 立即 得 到 所要 证 明 
HAA (1.50), 

下 面 ;我们 来 考察 公式 代 .50) 的 一 些 应 用 ， 

81.110 RME Ricci HRIERKN RARE, VAR 
BREEN. HS, MN RAR, BK, 了 一 定 是 全 测 
地 上 映照。 进而 

1) 如 果 型 的 Ricci 曲率 至 少 在 有 些 点 为 正 ， 那 末了 为 常 值 映 
Fa. 

2) DARN HREH, DKS RASH M RE 
f CAL) EN Fh By fa WN HER, 

证 明 SG 1.50) TRA, 得 到 


| E- BY Fates Fale F ates fues) 
+ <f .RicMes, fyell 
= -| |BCA)[*1<0, (1.52) 


而 根据 定理 工 , 革 的 假定 ， 式 代 .82) 左 端的 被 积 函 数 非 负 。 因 此 ， 
积分 便 等 于 0。 那 么 从 式 (1.52) a BCS) | =0， 即 了 是 全 浏 地 
pre, 并 且 | 

4R" (fate, Fut fates Fea t (Ff, Rice fet 30, 

(1.53) 

进而 

1) 如 果 壮 的 Ricei 曲率 在 某 点 & 为 正 。 MERE 点 Rici E 
方 击 所 上 生成 的 局 部 标 架 场 {tet}， 因 而 

Rie (te) = Rae, Rou>0. 
那 末 , FED 点 
Cf Richer, fyt) = Rtf etis fyts 
考虑 到 组 .53) 式 
Bis futi fat HO, 

所 以 ,在 4 点 


‘24 LE 5] $ 


2e(F) = fates Fal Sot gy Balf fned) =9, 
53— Fi, ACL. 50) 式 和 和 定理 假定 知 
Ae( fj 人 0 
根据 极 值 原 理 ， 即 知 e(jf) = HR, Hu e(f)=0, 了 是 常 值 映 
Wa 
2) 首先 考虑 到 | 
LR (Fatis freer) fet, faen, (CHP é, 了 不 作 和 ) 
(1.54) 
MARE Ae, fe 中 至 少 有 2 个 向 量 是 独立 的 ， 不 妨 设 
Fet Ai fae I BA N REA, 
CR" (Futis Jp fue fasg <0 
1.54) FR, MURE F UREZ WRA- AREF, 
且 同 样 由 极 值 原型 知 8(f) 二 常数 ， Mm RAE OL, BMF 
的 秩 为 IT,， 这 时 (MEN pH A. | 

MAR, APs (1.50) Hs} aT, EB) DA BB BS ARIE T BB E E 
HAUER HAR. . 

EW 1.1201 Pea, b 是 二 个 正常 数 , 合 Rica, Riem" 
<b, 其 中 Ric! Ba SWIM ty Ricci 曲率，Biem” BRE 
AHRR. Be OF, MN 是 调和 映照 并 且 

max tankf<p, D2, 
如 果 能 量 密度 满足 a 
of) E TT DB 
A, FAM Hae Is 特别 地 , eC) <a mt, f 
DA ts THR R. 
证 明 从 红 .50) 式 可 以 得 到 
Ae f) =J BO- Fee l Saal — Cf eer Fuels? 
X fess £079) Riem (fo fata) 
+ Bist fei, Fes. (1.53) 
RM iy Far BE & IE p38 D e), i FRA BER BSR CF ea, F 565 
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fee AUF, MES 点 57 eto Jat Ady BES RINK 
Wd. A AA a> 0, HA gp, MR, fie A 1.55) 
式 化 为 
Ae( fo IBC) |? -84(e(PD) 22)+2oe( 胜 。 (1.56) 
由 Schwarz 不 等 式 , (1.56) 式 化 为 
Ao iBF) | +e a- FPE bef], (1.57) 
Ae(f)=0, 
A ef) EREM LUCA, 由 极 值 诛 理 ， 得 到 e) = 
BL, FRR ACL. DPA 
Bf) =0 
和 1 | 
~ 4(p-1) l= 
e(fja- -2E dec f) j=0, 


mE eC F) BU, AK, F ain 


特别 地 ， 如 果 ef 所 < ty eC Ff) “aa, 


知 e 力 一 定 恒 等 于 零 。 

MEMEA, 只 要 假定 能 量 有 限 ， 岂可 得 到 相应 的 站 
果 。 

291.139! RAC SET, ER) Ricci r z 非 
fi; 又 设 访 是 具 非 下 截面 出 率 的 流 形 。 那 末 ， 调 和 映照 f, MN 


— i HR, REE NGS AR. 
证 明 A FUE RIB eae, (1.B0) 式 化 为 
Ae(f)= i Bf) |", (1.58) 
5} MM Schwarg 48 SQ 4s HEB TE 
IVe(F) PSN (BCA) I. (1.59) 


现在 取 e>O, 从 (1.58) 式 和 (1.59) 式 可 得 


26 le 引 论 
AS otf te= — 4 (ef) +2) Eve 
+E (e(f)+e) F406 f) 
>- 3 (ef) + 8) PIB 
+E (elf)+ ey FI BCA) |? 


4 1 _ elf) 
=z (elf) +E) HBI TE) 
>0, (1.60) 


设 # 是 型 上 性 一 具有 紧 致 云集 的 函数 ， 那 末代 .60) 式 给 出 
osf mv of) te 4 Vo(fy+e sl 


= -2f n Ve(f) +2 Vn, V Ve(f) +e dal 


-f [V\/e(f) +e [2«1, (1.61) 


设 zo€ M 是 任何 一 点 , Br 和 Bae DMR wm Ab, RHA 
为 半径 的 测 地 球 ，。 取 为 如 下 截断 男 数 


1, fe Br 
(2) = 
0, tE M \ Bars 


Pass, [Vn] <4, CHEM. RE, Cl Rhy 
0<-2| avel) +e Wn, V Ve) +e pal 
-[ Vv eF) +e | tl 
(fno, re nl) 
(f, CF) +e) lv 1) 


-| PIVYV elf) +e [Fel 
Tan Ba 


$1.4 PRMRRSER 27 
-f |v Ve +e tl, 
它 可 看 成 关于 (| IVETE 1241 3 的 二 次 三 项 式 的 不 
笑 式 。 因 此 
| IV ef) +e i Ce(F) + el Vol 


ae 
< oy | Ke(P) +e)eL。 (1.62) 
设 Bh = BaN {2E Be eff)(z) =0}, 那么 (1.62) 式 化 为 


2 


[eee a < ps | (tel, 


4(e(f) +e) 
4 e—D, 得 
[VECA]? yy @ 、 
Sve de(f) lE- pa | ecf) 1, 


& Roo, 并 从 能 量 有 限 的 假定 , 得 


| [vetf)l? | 
| 4e(f) = I0. 


这 就 证 明了 ef 六 = 常数。 又 从 能 量 有 限 的 假定 得 到 如 的 体积 是 
ARA, WR eE 这 是 与 具 非 负 卫 icci 曲率 的 完备 非 紧 流 
CS RICE BAS, Ai, 一 定 是 常 值 蜡 照 . 
| 
Ze flab. 可 将 定理 .12 推广 到 始 流 形 是 完备 非 紧 的 情形 ， 这 
里 就 不 具体 写 出 了 。 


$1.4 调和 上 映照 基本 性 质 


1.4.1 WERA 

AR Ay AS A J BS EA BRE, Be 
考察 映照 的 复合 公式 ，。 

设 M, N, WN A= Riemann 流 形 , MRAZA R 
六 MN, JNN, 那么 复合 映照 fF 将 并 映照 到 了 可 立即 


a3 le 5] 论 
得 到 下 列 复合 公式 。 RX, YCT(TM), BRA 
Brr (fof) = (Vrd (J: JÐ) 
= Vopr fsY ~ Fab (Vx¥) 
=Viadf (fF YT) — AIS VxT) 
= (Vrd f) (fY) AS Vinxfs Y} 


-Af {NY} 
= Bixi (f) + af (Bal f)), (1.83) 
取 它 的 迹 , WENERA f。f 张力 场 的 表达 式 ，: 
Tfof) = Bret D HEFCE). (1.64) 


HB 1.63) Xl (1.64) XR oe BSS T AO a 

命题 1.14 ”如果 了 和 f 都 荐 全 测 地 上 映照， 那 末 ，f: 了 也 是 全 测 
Mae, WSR FS FED UB, 了 是 全 测 地 映照 ， 那 末 Sof 一 定 是 调 
和 映照 。 

注 从 ( 代 .6g) 式 古风 调和 上 映照 的 复合 映照 一 般 不 一 定 是 调和 
BER, FEL SRR 中 的 极 小 曲面 ， 其 上 测 地 强 一 般 不 一 定 是 
直线 ， 

mN =R, PRN EL, 对 它 一 样 可 定义 第 二 基本 
形式 , 即 得 到 了 的 Hessian, ip Hess(f)(X, Y), 这 里 X, Y 
er(TN), 如果 对 任何 Xe r( TN), Hes( (X, X)20(> 
0), WE, FY EAR GRAB. WME A0, f E 
JAN ER 2k ig fe ee, 

AARIA F: E164) te M = m (e, e), f 
= F; (~8, E}+N EN LA E— Ut He, MAA 


eG) = By y (F) + dF O) 


= Hess{f) (y’, y’), 
Rey RHR ?的 切 向 量 。 由 此 可 见 , JEN ERKKA 
要 条 件 是 它 限制 在 六 的 任 一 测 地 线 上 是 一 元 凸 函数 ， 
利用 凸 通 数 可 以 得 到 全 洲 地 哑 照 和 调和 映照 的 特征 。 
命题 1.15 了 是 全 测 地 映照 的 充 要 条 件 是 将 入 任 一 轨 域 上 


gla PRR aE 39 


的 凸 函 数 F MARAR R A 产 方 .是 调和 了 映 
RAER EEN Eea h K h e S d g AA 
tok oh RP A FeS. | 
TA MEASRA1L-63) TR, WES BER, FG 
Me, BETS- ZEGER. RS, 如 果 了 不 是 全 测 地 映照 ， 必 
FE eE MACE TaM, 使 BF) jel ie 
w= Balf) |e ET iep Aa 
He Sn BHU AURA RC), TE F (mo) RA Be A 
J = bayt Dy), 
其 中 ba FERE, CERE SO IN i EA HB 
Hess (F) liea =I, 
REIER WERE 
w= oo , 
BBA, 取 ba, 使 满足 baw™< —|df(v)]?, BR 
af (w) | ite) = baw, 
aH PAB Aah (1.68) 得 到 
Boul Fof) |e, = Hess(F) (fat, Fat) | rien + EFC) | stat 
= |df(v) |? + bgwt <Q, 
这 与 假设 Jof Fe we PIE Th A IB. 
下 面 来 证 用 命题 的 后 半 部 分 。 | 
WR F EnA, 了 是 调和 上 映照 , WE, MB AR. 64) w 
即 得 到 
了 (Fr) = Biodan F229, 
因此 , A RA, RZ. RS RE 
和 映照 , BRAC, 存在 xoE M, 使 x (f) (mo) = v0, MAHA, KR 
HER fona SP. IP 
af (w) < — 2e(f) (ao), Hess( Fy le = 1, 
WE: 从 复合 公式 (1.64) 立 即 得 到 
AlFe = TCF f) la, = 20(F) (a0) + RF T(E)) ii 


30 Ble 4} 论 


= 2e(f) (ao) + df (w) <0, 
这 与 假设 Sof 是 wo MOK ATA. | 
因此 , 我 们 有 下 列 极 值 原理 。 

EW 1.160 RS, MN BRR, HEMARA, 
假定 foc’, ŽE f V >R EnaA. 如 果 of AMAA 
达到 极 大 值 , MAK, Fo f 是 常数 。 

HIE 1.17 RMA RHE. J: MY 是 调和 有 映照， 并 
HSUDCVCN, BEV PSR BRS, AK, FER, 

证 明 RS RE, DE XET,M, E fX 
0. 设 关 是 玉 上 的 严格 凸 函 数 , 因 此 Hess( ff, X, f,X)>0, 
而 从 定理 1.16 a fof 是 常数 ， 代 入 复合 公式 (1.64) RDF 
JĀ. B 

RASKHNA-BEMAAYNEN FREE. Se 
f, MN, Wi i NN BSBA. WK, 了 作为 映照 的 第 二 基 
素 形 式 和 契 作 为 六 子 流 形 时 的 第 二 基本 形式 粗 一 致 。 如 果 令 加 = 
Gof, BA, 从 式 (1.64) 立 即 得 到 了 是 调和 映照 的 充 要 条 件 为 7(F) 
HENGSE P. WEN =5", M f, MS" 是 调和 映照 的 充 
要 条 件 是 4w 了 ERRET F. RE, F RRMA R 的 映 
R, EHHI) DAREN, 而 dw 了 表示 每 个 分 量 经 Laplace 算 于 
作用 后 组 成 的 向 量 。 这 样 , 我 们 有 下 列 有 用 的 鱼 果 。 

命题 1.18 i f, RSR patil pk KAA 
多 项 式 所 定义 , WE CARH S” 上 的 限制 lon, S*+S" Ej 
和 映照 。 

证 明 ”从 前 面 讨论 , 只 要 说 明了 的 每 个 分 量 , 都 是 Sm 上 具有 
相同 特征 值 的 特征 函数 。 一 般 地 , RT! 上 的 任何 天 次 齐 次 函数 
由 有 公式 

Agu = Agnuh—h(m+k—1)¢, 
据 此 即 得 我 们 的 结论 。 至 于 上 述 公式 ， 不 难 从 齐 次 函数 的 性 质 经 
过 计算 直接 得 到 , 留 给 读者 作为 练习 。 
我 们 再 男 到 极 值 原理 , 先 证 明 下 列 引 理 。 
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S18 1.19 RN ANH. wo’ BERR, KE 
NEN SHB ORAIER BE y Ee. UK, Fey EN 中 
AS Ai et V AR ae SVR, 使 了 -1(0) = OV, HEREN 的 
mE #<0, 

注 名" 的 第 二 基本 形式 五 在 如 是 确定 的 , EHEH, Y 
ETa N, F#FEA>O, {E Bla, e)=ABy, y). N” NER 
B(x, 2 方向 所 指 的 一 俩 。 

证 明 yo FEN RSV PAE N” Oye HE a AT o e E 
FTAA ERR, BEV PIER RBE a (tH, oo, Und, HED OY w= 
0 所 确定 ， 它 的 un Money ee RH A ee) EMA FE AY 弧 
Ko EN? WR en eae. MEN’ Se RIE. E 
NV 中 , DPA MERA (ti, ye), RA OY EN pih 
IERA P (t4, 7a tinny) > (ts "Un 0), ELAR ting {tiis 
ry Un) mt, ME, BRA tatl, MB SAR(1L.63) 43], 对 
任何 非 零 KET, LN’, 

Hess(,) (fug, Em) = —du,(B(a, £). 
HT t Æ B, {e FEAR, Ah de (Ele, 2))<0, ER 
He's(uy) (4,2, #0) >0, 但 
Hess (15) Duan’ = )- 0, 

ELV EM RRP = (w+ 1): 一 1， 那 末 , 对 任何 了 ET,N， 

Hess (J) (Y, Y)| p =2L (Vr)? + Hessun) (Y, PY)], 
MALETAN, 

Hess( (X, X) |n =2Hess(u,)(X, X) >0 

FH 


Hess(f) (2 Be? Bar 2) = 2. 
RULE F Ey POE, 显然 了 也 满足 引 理 的 其 它 要 求 。 
H 1.20" i f, MN 是 非常 值 调和 映照，BW!' 是 的 
超 曲 面 ， 它 的 第 二 基本 形式 8B 在 某 点 如 = SOEN 是 确定 的 。 
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ISA, 不 存在 toe M HPO, FO) et N wo 
m. 

证 明 OM yo HERR, RIR 1. 19h ee S. 如 果 
20 FARRU 使 ORARE N CCV ARA, BBR. 对 任何 点 
ze U, #(f(z)) <0 = fof (xo), Wao dt fof 在 口中 的 极 大 点 。 根 
PEM., fof 在 台中 是 常数 。 再 代入 复合 公式 代 .64)， 我 们 
有 

O= A( fof) =Hess(f) (Fe，Feh)， 

(Af ERD eh, 因此 了 是 常 值 映照 , ERM RR. D 
1.4.2 延 拓 唯一 性 

本 节 将 应 用 Aronszajn-Carleman 关于 椭圆 型 方程 的 延 拓 叭 
-性 定理 来 得 到 调和 映照 的 延 折 唯 - -性 定理 ， 

定理 1.216 设 4 是 二 办 椭 贺 线 性 微分 算 子 , E ELER W 
KDE. Bu=(w, =, at 是 到 中 的 函数 ， 并 且 满 足 微 分 不 等 
È 

| Aue] <Const {D| 下 +g}, 

ne DWF BP u=0, 那 末 , 在 也 中 必 = 0.。 

定理 1.22 设 玉 是 连通 流 形 ， Fis Ja MN 是 二 个 调和 了 映 
照 。 如 果 它 们 在 站 的 某 一 开 子 集 上 相同 , BA, 它们 在 整个 好 上 的 
象 是 一 样 的 。 特 别 地 ， 在 开 子 集 上 是 常 值 的 调 邢 轴 照 必 是 常 值 映 
Re, : 
证 明 EO AMR — A SR, ABER w), EU 
个 开 子 集 上 fief BITE Beh, te fil) 和 f(D) 均 落 
ENHE- Ae RAB RV H, Mp ARR Cy) gti A 
yle) ye Fal) ) H ola). BANS ut = yt — 0 wA ELL 
从 调和 方程 代 .29? 得 到 | 

Ayut= Ayy* d= ~ Foy yg + Faw 

这 里 ,如 表示 fpo. LRAT AR 

-=FR o r opg t Eey Tiv og 
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在 口中 , 导数 yyUy EERO TRHU wA MENA 
REER H 5% 一 了 3。 这 样 ; 不 难得 到 
| 了 wete| <Oonst {B| u? + Bu?) 


EULRY. WR 在 可 的 某 一 开 子 集 上 为 堆 ， 那 未 ， 从 定理 
1.21 即 得 w=0 在 整个 口上 上 成立， 再 自如 的 连通 性 立即 得 到 所 要 
的 兰 论 。 

定理 工 .22 5 可 推广 到 任 一 p- 形 式 的 情形 。 对 此 有 下 面 定理 . 

定理 1.23!1 设 半 是 连通 流 形 ，oE T(APT*M), AME 
MERFRECM, 存在 Cx, 使 

laol: + [da]? <C,|o/?, 

如 果 o 在 开 的 某 一 开 子 集 上 为 零 , 那 末 在 本 上 os0， 

同样 , 应 用 定理 工 .23 可 得 到 向 量 内 值 呈 形式 的 延 拓 唯 一 性 定 
理 。 TOMAR JMN, DRS SITN WHA aS. H 
i, TA FUBEAR AU Rede EERTE EARME P RH 
堆 一 性 定理 的 符 例 。 

定理 工 ,22 SiR S REP LAR 秩 数 
为 零 ， 则 了 的 秩 数 处 姓 为 零 、 自 然 的 问题 是 如 果 于 的 秩 数 在 开 子 
集 上 <y， 是 否 意 味 着 了 的 秩 数 在 于 上 处 处 都 所 y。8Sampson 在 文 
献 [85] 中 说 明 当 ?= 工时 , 回答 是 肯定 的 ， 最 近 有 反例 说 明 一 般 是 
不 成 立 的 , BULB ARO, 
1.4.3 第 二 变 分 公式 和 稳定 调和 映照 

调和 映照 作为 能 量 泛 函 的 临界 点 ， 自 然 要 考虑 它 的 稳定 性 。 
我 们 首先 推导 它 的 第 二 变 分 公式 。 

BME Basin Rierann Hie, fyi MoN sv AIR 
对 任何 wET(F-TN)， 有 单 参数 映照 族 fea -e<t<e, BE 


f 也 可 看 成 (一 s，8) x MEN ERR, Moh (1.32), 可 知 


a4 Sims) «#£ 


-全 BU = -| Et, toa, 
我 们 有 
a =- xi, (1.65) 
一 人 El, = | u, Vs TF) io (1. 
取 pe M MK ABS ERR led BE Vaea = 0, RE, 
0 
Ya 48h =V = e,= =¥,— =0 
这 样 ,我 们 得 到 ， 在 点 
Vor (fe) =V; (Vedfr) es 
={V Vade 


_ ð 
= (V aY ad fest (R (es Zt jefe Je 
=V,,0V > Fe: RYC et OF, 6: 


a 
=V,, (Ve dfe) BE +R Fes, v) fyti 


=V'o+ R” (Fali v) Fylt (1.66) 
将 (1， an 65) 式 , 即 得 调和 映照 的 第 二 变 分 公式 如 下 3 
a E(f: 1 | Xv 十 本 (et O) Fati Vel 
(1.67) 


它 首 先是 由 Smith Fl Mazet APA AIC 
从 第 二 变 分 公式 (1.67), 我 们 定义 调和 映照 的 指标 形式 为 
To w) Ef -Vo RY Fees, D) fyti wel 


def . 
| =f iv, wel, (1.68) 
其 中 
T= V- RF 6 OF, (1.69) 
从 迹 -Laplace 算 子 和 曲率 张 量 的 人 性质 ， 我 们 知道 Io, w) 是 
定义 在 T(f-1TN) 上 对 称 双 线性 型 , J 是 T(f-1TN) 上 的 二 阶 强 
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椭圆 微分 算 子 ，。 

像 其 它 筷 何 变 分 问题 一 样 ， 我 们 可 以 定义 调和 映照 了 的 指标 
数 index(F), 即使 指标 形式 为 负 定 的 T(f-1TN) 的 子 空间 的 最 大 
ie, SAMA RSH, 根据 椭 回 算 子 的 理论 index(f) <0, 
我 们 还 可 以 定义 零 化 数 201( 了 ) =dim kerd; 4UA'RWBH, 
null(f)<co, RANEE vc kerd; A FH FIRB Ff IK Jacobi 场 。 

第 二 变 分 公式 是 很 重要 的 。 很 多 整体 微 共 几何 的 定理 都 从 第 
一 变 分 公式 及 相应 的 变 分 技巧 得 到 ， 

我 们 再 来 定义 调和 上 映照 的 稳定 性 。 设 7 天 -x 入 是 调和 映照 ， 
如 果 对 任何 沿 荐 /的 向 量 扬 ET(fTITN)， 都 有 有 二 (v，2) 守 0， 
那 末 , 称 了 为 稳定 的 调和 时 了 照 。 由 指标 数 的 定义 可 见 ,指标 数 为 零 
世 调 和 映照 就 是 稳定 调和 映照。 

MCL. SQAE SB Hi, BOE Bp EG AY By ae SE TE, AK 
FEAT EY PAD ES A Be EA, MAE t Ea 
ATER FB GA Fe FE A ARS PE a EAB De oh, SRA 24 
f: MN 为 等 距 温 入 时 ， 了 是 调和 的 充 要 条 和 件 为 了 是 极 小 浸入 ， 
但 子 梓 为 调和 了 映照 的 稳定 性 与 了 作为 极 小 浸入 的 稳定 性 很 不 一 
样 。 作 为 调和 映照 时 ,六 为 欧 氏 空间 时 必 稳 定 ,但 欧 氏 空间 中 有 完 
ih DRED, 作为 和 极 小 曲面 , 它 蚌 不 稳定 的 。 男 一 方 芹 ， 设 
Hf, 8-8 xR RBERDBA, 但 作为 调和 映照 是 不 稳定 
的 。 

车 总 = 入 ， 最 简单 的 映照 是 恒 同 映照 ， 它 显然 是 证 和 映照 . 
但 它 有 可 能 是 不 稳定 的 。Smith 中 说 有 阴 了 "(ww>3) 上 的 伍 同 映 
照 是 不 稳定 的 , 并 咎 出 它 的 指标 数 为 w+1。 更 一 般 地 , RIN WE 
BAT Fea aE. 

定理 1.24021 Meno? By, M S" Bt iy Riemann 流 形 的 性 
H DAFA A — xe AEE, 

证 明 AES" Pee A R", 考虑 R 上 线性 函数 在 
S* ERAR BB BE Be 

vE O= (gradh h =F lon, F ÆR 上 线性 }， 
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HHEH ee S*, Mae R, Ala) = <a, s), BER 
vegrad(a, £) = (a, 64) 6, 
其 中 fet} 是 S* RRS EPRI, HET A, o BR Roh E 
行 向 量 场 在 球面 3" 上 的 投影 ， 它 还 清 足 如 下 性 质 
Vxu= -AX, (1.78) 
了 = 一列， (1.7L) 
这 里 VY 是 8S" Eee ety Levi-Civita ees, Bact bk. Re 点 
附近 的 局 部 么 正 标 架 场 {fe:}, 并 使 601s= 0, 那 来 ,在 2 点 ， 
ViP = Vx (he, 6:96) = (a, Vz: 
= a, (Wx8,, eae, = — Ca, (ery Vxt) sy 
= 一 《ay Tle, X>e,= —AX, 
JOP V 衣 示 Reet pay Jee SMT, FH, 
Vv =V,,(-&.,) = e Cee, 
= — gradh = —», 
现在 ,我 们 将 了 2E POPOL ND ARAB ABP KR (1. 88), 
Ife, fav) 


7 -fa (Vifo + BY (Fie, Fan) Fatis Fa? "l, (1.72) 


它 是 定义 在 RS KÉZRE, REREH Popes E 定 
的 。 下 面 ; oh. 72) AEH eH. 首先 
-Vf 0= — VV (df 
= -V,,.(V,,dfje- Veodf (Ves) 
= —(V,V,af)0-2(V,,¢df) (Vr) 
-df (V7.2). | 
AR PA BY CL .'70) sf 1.7L) 
-Vf = — (WW af)o+2(V, df) (he + f,v, (1.73) 
根据 式 人 .49) 以 及 了 的 亩 和 性 ,有 
— (Vidf)o= BB"(f 00 fao) faei- f Rice 
-Rf £40) fue 人 IF (1.74) 
(VAF) (hes) = ACV af 8s =0, (1.75) 
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1. FRAIL. TORR A CL. 73) ie 
— Vf v= Bf er fD fatit 2-mf,o, (1.76) 
#f (1.76) LAC. 72) Rial 
LFar, Fe) = | -Spo Forel, 
HE 
tracel (f,o, fo) =[ (2—n)trace(f vo, faval 
=2(2-m H(f)=0, 
这 追 使 ECP) =0, BUF ERRA, a 
应 用 类 做 的 技巧 ,有 下 而 的 定理 。 
EE 1.2599 UME BRIE, BA, 4n>2n fies 
HARR J, MS" 必 是 常 值 映 照 ， 
证 明 溢 了 取向 量 场 2, 代入 (1.68) 式 得 到 
Ifo, v) =f 《一 竖井 一 下 (Pei vo) er vdel, 
& PRL. 70) sh. TIRUA S"* 的 曲率 张 量 表达 式 
CR" (Futis V) fafi D> = 26¢f}!o)? — fpi OCF ery Os 
我 们 有 
Troy, v) =| (Vo, Vo) + CF ebp 0) Cf el ©) 
—26(f)[ ul?) «1 
= | [2C0, 233- Bia, 24))6(f) 


+ CF gts > CF ,en D> | «1, 
Hp eE S LM MAIER, EBB 
traceia, wy? =1, 


traceS (a, Ep7 =n, 
A 


trace fyti ge > =Ze(F), 


我 们 得 到 
tracei (o, v} =2(2-2)[ e(f) <0, 
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EAE FOS AA BR E 

定理 工 .24 各 定理 工 .站 Ue AE A AR HAE 
Wai, MERA Pew 1.24 EH, 事实 上 可 以 得 到 下 述 
iS. 

E 1.268 设 m>2, 了 是 从 六 到 任何 Riemann 流 形 的 
景 大 秩 数 为 了 的 调和 映照, 如果 kel, WE, index(f})>s+1, 

EM 1.24 和 定理 1.25 中 的 球面 可 以 推广 为 欧 氏 空间 中 的 一 
类 子 流 形 或 球面 中 的 一 类 子 流 形 ,或 痢 是 6 挤 压 流 形 , 具体 著 果 见 
SCR [124], [88], [89], [90], [74], [57] 和 [83], 其 中 特别 值得 指 
电 的 是 具有 这 种 性 质 的 流 形 不 一 定 同 胚 于 球 。 在 紧 致 不 可 约 对 称 
空间 中 只 可 能 是 中]1' eT 

CL) SAEs SESE RR (AL) wots Ba = Cry (On) ny33 

(2) SU (2n) /Sp(n) (n>3), 

(3) 球面 S*(n>3), 

(4) 四 元 Grassmann mE Sp(p+9)/Sp(p) xE pi) (p> 
gz); 

(5) E/F a 

(6) Cayley H F,/5pin (9), 
与 此 有 关 的 猪 果 请 参见 后 面 第 5 章 中 中. 和 的 讨论 。 
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守恒 律 


在 变 分 法 中 , 租 函 积分 如 果 有 连续 的 单 参数 对 称 群 , 那 末 ， 根 
据 著 名 的 Noether 定理 , 对 每 个 这 样 的 对 称 性 , 就 一 定 有 一 个 守恒 
律 , 或 叫做 积分 泛 阔 的 欧 拉 - 拉 格 筋 日 方程 的 首 积 分 。 对 iemanz 
流 形 间 的 光 消 喘 照 , Baird 和 Eells 守 出 了 它 的 应 力 -能 量 张 量 , 并 
且 研 究 了 它 在 调和 艳照 理论 中 的 应 用 外。 本 章 将 展开 这 方面 的 内 
容 。 


$2.1 应 力 ~ 能 量 张 量 及 守恒 律 


设 f: (M, D>, EOC. OO CF) 各 分 
别 为 子 的 能 量 密度 与 第 一 基本 形式 。 它 的 应 力 -能 量 张 量 定 义 为 
S,;=e(f)g—f*h, (2.1) 
CRMEN TANKER, RAT ay EBA FAAR. 
定理 2.1 品 
divS;= —<t(f), df>, (2.2) 
其 中 了 是 映照 FS, (CM, D>, DRAG. 
证 明 ”与 通 带 一 样 ， 取 任何 一 点 2E YM 附近 的 局 部 各 正法 标 
aie), BA, 对 任何 AET, M, 
(divg) (X) = (Vo, Sy) (er, X) 
=W de D) -S(V,.¢,, K)o Srles, V,,X) 


= Vo, (fo Futter XJK nO, fa XD) 
~OF) VaR} + fais feVe XY 
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= {Vyas fati TECT) Ce, Va A 
-Wpf ptis JaA S ati Ver Fe X? 
—e(f)<01, Va Xy tL abis fevo X? 
= <(Vydfje,, feer {Ve AS) F, 4) 
—<F Gi, (V a7) > 
= —<t(f), fA). | 
这 就 证明 了 年 理 。 
322.2 xR f, CH, DW, A), MRE HidivS,= 
O, AR fF ii Bari At. 
推论 2.3 AUR AO ETER, 
反 过 来 , WETHER EMARE BEE, RN 
TA EKA EFE RARR, 
定 光 2,4 WIR, (WM, gW, A, 如 果 ， 对 任何 
AET(TM), Vxf*h=0, AK, S PA tat Hee, 
4 fh=g itt, i RAF RBA, BE, ARB Se 
入 的 自然 推广 。 这 个 概念 是 在 文献 [87] 中 引入 的 。 更 一 般 地 ， 如 
ATPFEM ES a MO, 使 f= Mg, IS RAB Hoe, 
当 久 为 非 零 常数 时 ,了 称 为 相似 映照 。 
不 难 验 证 ， 了 是 相对 仿 射 蜡 照 的 充 要 条 件 是 对 性 何 琶 ， 了， 
2ET(TMY, 有 
(Bw (Ff), fa =9, (2.3) 
HEE, 
(Vaf BR) (VY, Z) = Vrf "ROT , Z) ~ FRN Y , 2) 
— FR, VZ) 
=Y pY, £,5>-<F Val, fu) 
-4 eY, far? 
=<(Vad fo VY, ff. 224+ Cf, (Vxdf) 2 
= (Bur (F), Jad? + {Bul f), Jat’, 
因此 , (2.3) RA MWR ST RE EER i AS A 
TBR, 从 上 式 可 得 
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(Balf), Fad + Br l s f, %> =0, 
考 碟 到 第 二 基本 形式 Bar (PRT X, Y 的 对 称 性 即 得 (2.3) 式 . 
HRA T AE Cap STB Be a Be SH eR RBA EO EES a E 
守恒 律 。 
相对 仿 射 跃 照 不 一 定 是 调和 酉 照 ， 这 样 的 例子 是 存在 的 。 考 
虑 球面 Se) 中 惠 极 小 的 Clifford 超 曲 面 


， 1 
Sore) «8 oe) 

A> 0, P+ gan, “ENR MM REMAND, REE 球 
面 Sm! of — RRAS] DAN aOR J A TJ J: Clifford 
超 曲 面 。 具 体 请 见 文献 fl40] 

还 有 下 列 关 于 应 力 -能 量 张 量 的 简单 性 质 . 

命题 2.5 HAC, 四) 一 (NW, 加 是 非常 入 映照 , 那 林 3/=0 
的 充 要 条 件 是 dimM = 2 并 且 了 是 弱 共 形 喘 照 , 

命题 2.6 设 dimM=m>2，f,(M,g) 一 (W, h) EBRE 
映照, 那 末 , /是 相似 映照 的 充 贾 条 件 是 它 满足 守恒 律 。 

这 些 命题 清谈 者 自行 验证 . 

为 了 进一步 应 用 应 力 -能 量 张 量 来 研究 调和 映照, 我 们 来 推导 
它 的 一 些 基本 公式 . 

没 子 ET(TM) 是 任 一 商量 场 , 我们 有 

div(e(F)X) = (Ve PT, 69 + of) X, 6) 
=Vxe(f) + elf) (VX, g), 
其 中 fe 是 上 局 部 么 正法 标 架 场 ， 
VX (en e) E VY, 0;), 
又 考虑 到 
Vae(7) = HVC Fabry Fue) 


= Valais Fea 
= (Vid 天 Bt F 2 
= (V2 Ff) x, Fete 


4a 第 2 章 守 2 A 
= {Vou As fe) LSV nEs Tat 
二 Ver 
~ CV OCF ye, Fut? 
= div (lfp X, Free ~ fy, TOF) 
—~<(VX, f*k), 
代入 前 一 式 , 得 到 
div(e(f)X) =div (<f X, Jutt) 
=f X, t(f)>+ By, VX), 
(2.4) 
WX hy eB Sapp 是 紧 致 的 , (2.4) RBZ, H Green 定理 
和 定理 2 小 立即 得 到 


| divs) (x) at +{ Ss, VX>«1=0, (2.5) 


更 在 , RRM PI- PRR DSM, 它 的 边界 OD EM 
中 的 光滑 超 曲 面 。 沿 OD WR ME Fay BB & EPR, 使 er ey Cmi 
Er(TƏD), iii en 是 83D MEM Hn, H Green 定理 


f (div X) +1 = f CX, nyal, 
fri 2 
因此 , 将 人 2.4) 式 在 卫 上 积分 , 得 到 
| eE, my sx -| cf, X, f,n) +| divs) (X)»l 


+Í Sp, VX, (2.6) 
式 (2.5) 和 (2.6) 是 二 个 重要 的 公式 ， 我 们 将 用 它们 来 证 明 一 系列 
AR 

$2.2 单调 不 等 式 


it MU fi mE Riemann ie, Pe (e) EM EU e Aydt, oe 28 
. 径 的 测 她 球 。 假 定 从 某 点 we M FEARRARI N 
少 汐 1, 


53.3 单调 不 等 式 43 
EAI Bf, MeN RA, WK, RE ce 
B (zo) 和 0<o<p< 3 ,有 下 列 单调 不 等 式 


Cae in CAPn2— 
ecaog fan De op "| e(f)*l (2.7) 


其 中 口 是 只 依赖 于 mm 的 常数 ， 而 4 是 依 粮 于 截 则 R E By (a) 中 
上 、 下 界 的 常数 ， 

证 明 rE Bio) hw AAR BE, J ME ii 
径 向 向 量 场 。 令 

X sé. : 

SOP CCAM, BATA C25) RRP M2.T) 3, 

在 所 考虑 点 附近 取 局 部 么 正 标 架 场 |*。， 3 Ma =1，…, m= 
1), WK | 
Va X= (Er +E)» 
并 县 


a ,f/ a 8 nä 
Br = 名 (Yo , or / or 


+V- » Cp yea) 


= &rHess (7) (Cas &g)€a, 
这 里 Hess(-) 7 Hessian HT, 
如 果 在 Bile) PMA BAD (4, FIZ, BK, WA 
Hessian HH EM 
[e Fev br) <Hess(r) Cea, 6a) Ev [ale (~/ Jay), 
其 中 


View = ETV oa 


veretgtv er), c>0 


JET rR aT) 中 ¢=0 


/-croth(/—-er),c<d 


dd 22K TF aa 


而 | 
[Je] rF(M [ol r) ~ Li] <r, (2.38) 
所 以 , 我 们 有 
divX = {Va Xx, Sry + VX, ea) 
Er + b+ Elm- lv [b] rF blr), 
(2.9) 
和 


Cf*h, VX} = Lf ubas fata? (Van X, Ea? 
ə a WV a \ 
+( fe Fe ör AVE X, örf 
= ErHess(r)(éa, Ea) CF ulas pE 
+ (Er +8) {fe -元 fet 
SÊT f plar fyearv jal FW [aly 
HEHE) fe Sos feo) 
=Erldf Pw lal F (Vo Jef r) 
tri ¢ 2 2 \ 
+ ri Segr’ Fa Ge} 
+é(L-rvy jal FV [a[r) Fase tage) 
(2.10) 
BE (2.9) RA (2 LO) SRR A (2.5) RBS 


Ox | [Ere(f)— (2-m)be(f) + (m 
-DE ib er FO br) —Letf) +22 (2 
-v Taj BW Taney ar] £2] 


一 在 代 一 、 jejrf(V ajr) | fs 
注意 到 (2,8) 式 , 我们 有 


eo | 
er | jel 


$2.2 单调 不等式 as 
-| Erref) el + (2 —m){ 8 (fixlb+ (m+) A | Erec f)at 


> fer 


Fap Co [ey [alr FCs jair) 


Ferh, (2.11) 
PERAR 


~1) 


B 1, 4 re [0, 1) 
a(n) -| m re TL +e, eco) 
FF HO’ <0, 其 中 8>0 是 任 一 足够 小 的 正 数 对 TE le, oe], > 
Y 
E) =&,(r) =4( 2), 
那 末 
T-P (E) = = rE), 
+E. 
Er = 民工 入 <6 ra ~e€)=&, (1 +e)t, 
H ERARRFRA(Z.1 4 
rs Ee( fal + (2 -m)f et) wl 
+ Cr4| Ee (f) xl:0, 
if 
HpC=(lie)im+l), 它 意味 着 
-2 (ocarzem (oC fal )=0, 


即 得 我 们 要 证 明 的 不 等 式 (2.7)， 

注 从 单调 不 等 式 可 以 证 明 调 和 肌 照 的 刘 维 尔 型 定理 。 如 某 
种 几何 条 件 使 4 为 堆 ， 并 能 确保 单调 不 等 式 当 测 地 球 半 径 趋 向 十 
co 时 一 起 成 立 , 那 示 ,对 应 的 刘 维 尔 型 定理 就 可 以 得 到 。 下 节 将 研 
$e OPEB [Fl 
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$2.3 守恒 律 在 刘 维尔 型 定理 中 的 应 用 


物理 学 家 首先 证 明了 了 欧 兵 空间 Ree 3) 到 球 画 的 任何 有 限 
能 量 的 调和 映照 一 定 是 常 值 映 照 S1。Jells 和 Lemaire 指出 ， 这 
定理 对 任何 象 流 形 都 成 立 。 随 后 ，Sealey 证 明了 出 发 流 形 可 以 为 
KEZE RA A 3) ， 我 们 来 证 明 下 列 更 一 般 的 靖 果 。 

定理 2.899 设 导 是 完备 、 单 连通 具 非 正 截 曲率 的 mm 维 
Riemann 流 形 , 它 的 截 曲 率 变化 不 大 ( 具 居 范围 见 下 面 证 明 )。 设 
了 是 从 形 到 任何 Riemann FBR, WR m>, HA Sf 
的 能 量 慢 发 散 ( 确 切 意义 在 下 面 证 明 中 交 竺 ), 那 末 ,下 必 是 常 值 映 

证 明 我们 在 公式 (2.6) Hig D = Bale) 为 以 mA, R 
APB EN HER, BIR, 从 vo 出 发 的 距离 函数 * 的 平方 是 下 上 的 


WEAR. HEARC.O HEX =r- , sty -区 -表示 单位 径 
HARS. BA êB) 的 单位 法 向 量 w= -元 -。 我 们 有 
faus CPEs Wl-{ Fay Fondo 
_ x R f 2 FA 
e faea eC f)at- -faa (ra) RÈ Fuso faor or f t 


=E faa ER “(7)*l, (2.12) 
3 — AM, 3 
Vi X= 
可 ð 
Vat Ya “Bp 


= pHess(r)}(e,, 6:)¢,, 
div X¥ =1+ *Hess(r) (8,, 6,)， 


其 中 {oa} = [0,， S 4E Belo) LAB ERG. Bile 


§2.3 FRATAR TEE iA a 
futas Jata) Wat, egy 


=rHess(1) (Ess, Sr) Cf ue Fao +f hes fa >), 
并 且 
cS, VX> = e( f)divX - CF easy Fata Va A, Es? 
a 2 
Pa or 
~THess(r) (6s, er) Cf ees, Fees), (2.13) 
"F Ta A Hy Ae Te BD AR FA CAREA E 
Cl) -@#<k<~-<0, a, b 是 正常 数 ， 
A 


对 (1), #232 Hessian 比较 定理 
Sr Vye [1+ ror 1) (or) coth{or)] 


=e(f)(1+r Hess(r) (e,, €,)) 一 


Jans Br mi — (ar) coth(ar)<f,6., 74%? 


(mt oom 一 Fa- or Ai 


1 m-i 
+(3 + (dr coth(br) 


~ (ar yooth(ar} fuer, Fats? 


Bs | fog] + [> +#-coth(br){ mere 
一 ) Fates fato 
>te f}, (2.14) 
其 中 6>0, mR b- amd, 
对 (2)， 同 样 由 Hessian 比较 定理 9 
= (g—-drgodr <Hess (1) <5 (g-dr@ar), 


其 中 


_1,1, ł 
B= 5+ 3 +4), 
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从 (2.13) 式 得 到 


(Sr DRY > me tp) = | fa -ESen fat 


G eg PE e reo 
>del f), (2.15) 
其 中 6>0, 如 取 A<(1-e)?- 3, 
BZ, 从 [2.6) 式 .(2.12) 式 (2.14) 式 和 (2.15) 式 ,我 们 总 有 有 
Bl os e(fy=| ge( xl， 
如 果 e(P) 不 便 等 于 零 , 总 存在 Ro>0, 使 > Ro 时， 
fas e(f)*1>0, 
这 里 C 是 正常 数 。 从 而 得 到 
Sonctay? Pty (2.16) 
我 们 现在 假定 了 的 能 量 慢 发 散 , 即 存在 满足 
dr 
k rer) 
(SOMERA U(r), 使 


. e( f) (mw) 
: mfy {ta} yir (rz 


slg oo, 


ie 


此 时 (2.16) 式 意味 着 
; 6{Ff) (wm) - dR 
imf “lr @y) “l= | 二 “OC RY i ve Pt 
be dC! in aE 


这 和 的 能 量 慢 发 散 相 了 矛盾。 所 以 了 一 定 是 常 值 映照 。 s 

注 1 在 定理 中 的 流 形 并 是 CQartan-Hadarrard 波形 。 从 证 
明 可 以 看 出 ,我 们 只 要 假定 盲 有 极点 ,并 且 关 于 该 极点 的 径 向 曲率 
非 正 并 且 " 变 化 不 大 ， 那 末 , 定理 一 样 成 立 。 


$2.4 推广 和 进一步 结果 4g 


$2 SER PU AR A, BE 只 要 假定 它 满 中 
守恒 律 , 甚至 只 要 应 力 -能 量 张 量 满足 更 一 般 的 次 系 式 即 可 。 

注 3 Sealey 等 人 是 在 能 量 有 上限 的 假定 下 证明 相 应 定理 的 。 
在 文献 [59] 中 ， 胡 和 和 生 将 能 量 条 件 诚 弱 为 慢 发 散 ， 本 定理 证 明 中 
应 用 了 文献 59j 中 的 这 个 找 巧 。 

注 4 SEEMS HCH", EMRE RELA ~4tae< 
-1, MEM Ue, mean, AMAR, 在 文 
PR [103] 中 , 由 直接 计算 得 到 , 定理 对 m= 2 也 成 立 ， 


$2.4 推广 和 进一步 结果 


众所周知 调和 映照 理论 是 调和 1- 形式 理论 的 非 线 性 推广 ,而 
Yang-Mills 场 期 论 是 调和 2- 形式 理论 的 韭 线 性 推广 ， 因 此 ,--… 般 
地 研究 高 量 从 值 的 调和 ?- 形 式 世 是 有 意义 的 。 

jE ME Rienann Wi, # E&M EA Riemann IEA, te 
BE PE o-BR. CUR MARA UM @E 上 的 一 个 
RE. RM BAAS ARE, 

对 peat a, 它 的 对 称 平方 oOo 定义 如 下 ， 

 a®alX, Y)-= ixo, ivo, (2.17) 

其 中 X, 了 ET(TN), 而 i2 表示 p-ERSA EX HAR, È 
是 (2 一 二 -形式 ,对 任何 Xn e, X, Er(TM), ho aX, 
Xin) 下 sg_1)。 这 样 ,对 了 p- 形 式 @， 它 的 应 力 -能 重 张 量 定义 为 
8.=% lol:g- oo, (2 18) 


其 中 9 是 于 上 的 度量 张 量 ，S8 也 可 以 看 成 取代 于 了 ”并 的 1- 形 
式 。 下 面 来 椎 导 它 的 基本 公式 ，。 

BEX AM LY ARS, eS BER ce MENER R R A EER 
a i, 且 满 足 W ai le = 0, 

51 2.9 


(eraa; (0, OJ, x)= (irto t+ dir, OY 


50 Stina F g 律 
-D CBO (ens Up Vacs y F's Cay), O(G tty Cig)d, 


证 明 在 zw 点 ， (2.19) 
左边 = 2 V0 (en, sy Cis), 四 【Bf "tty Ziri? 


=, (VAO) ens ty Cae) + (- DM, @) CX, ers 


an | ip “fry Bip 
~(-1)'(V,, 0) (X, Ply "Ts fi nity Cindy (Cs 


“tty Bt 
= (ird, @> 一 o> (—1)VY,, a(X, Eas oy Cay 
"+5 Big 3 ° 
+(-L)tacv,, X, Cis arty ĉip Tra Binds OCG.» 
ot, €;,)> 
= <t3da+ciyoa,a>- F (Da (en, 
lie 
y Vo 2， id, OCE, “es Cid. a 


引 理 2.10 
> Yo (ee,, "sy Ve. X, a | Gry), Ole, wry EPOP 


dip 
= (ae, VX>, 
其 中 YX WA RA T*M 的 1- 形式 , 定义 为 
VAX (ee) = (V,,X, 0), 
证 明 OTE? 点， 
左边 = BD So Va, Xs Cas ts Fags 


dates cig 
r*a Bi D Eis Piar “t's Biss "tTa Cri) 
= > DOV x, Ejs wry ee Os, 2 tys 


了 


eeg O55)? 


= { >> C@( ex, Cars "7's Cy, Jy OCG, Cres 


Fics feo 


ns Os >) (VX, k? 
一 = Lia, Èa <V,,X, ey) = 右边 。 a 
命题 2.11 


§9.4 推广 和 进一步 结 黑 51 
(div SN (X) = (da, EDy + lido, ©), (2.20) 
证 明 由 引 理 2.9 F045] 2.10, 
E = (Fa Ba) (eis X} = 也 fei， A} 一 S,{e,, Ye) 


=V}; E ja| ei, Xy 7 (44,0, ixa) ) 


F 3 \a|*e,, Vix > + 44,0, anI? @> 


m= | Valo, o> — > cV,,(4,,@) (ays 


了 


Croats (43) (es, Thy Cana)? 


全 > LEPR) (ey,, “ss Eras)» V(r) EZA 


fy ceed E a 
"Ts Gy.) + 《名 站， igar) 
= (ido + di0, OF Oa, VX> + do, 4,05 
-= > LO (Ei Ggs ts Bipa (V,,@) (X, Otay 


fren ei pas 
“rey Cty)?» (2.21) 
mE 
(Oo, VX + © Oft Ory 


Scere ote, 


“t's Os, ads (V.,@) CX, Bis "y 84, ,)> 
= > 《afV 五， 四 s B40)s ace, Cty t's CTED D: 


fix jp- 


+ > (O(Ca, Chip ths Eye (YO) (4, Oy 


Sistema fps 


very Oy, }> 
= >> cV,,a(X, Oey tty Crp ids Dei Br ty Cte)? 


site ipni 


= = > Ya oX, Ci tts Ëa ta Cip)» OCO; js Biar 
{ip Logap ; 


thay Bays ttry Cip)? 


= > (-1y kV, 0(X, Chas tg Br Trta Erdos EEFI 


ee | 
arty 6,,)> 
= i D (— DOV,, taz@(ens wens Biss mes Cindy PICIA 


ser, €;,)> 
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= 《ds xO, OJ. 
FESICA (2.21) 0 BIB (2.20) sR, 
命题 2.12 如果 弄 中 的 血 量 场 互 有 紧 致 支 集 , 那 末 
| (divs) (X)al+[ 8,, VX)«1=0, (2,22) 
证 明 HERA div X =VX, g), 从 引 理 2.9 A57 2.10, 
div( 4 | @ x) =<tzda+déyo, a> + (Na, VX), 
将 它 Ri AH dm OE. FAS Pl 2.11, 我 们 就 有 
(2.22) 式 , 
RA RRR DOM, 使 它 的 边界 3D 是 形 中 的 光滑 超 
此 面 , 它 的 单位 法 向 为 n, IK FRIAS 


l. + 
i g lel X, n+l = f, (divS.,) (X) «1+ f Sus VX)«1 


+ | D (4x, tal. (2.23) 
WHUAT BAK) -形式 @, 32% Hodge-Laplace 算 子 为 
人 AA=ads + od, 


@ 如 果 在 算 子 4 的 核 空间 就 称 为 调和 形式 。 如 果 @ 是 闭 形 式 和 余 
闭 形式 , 那 它 一 定 是 调和 形式 。 邵 果 @ 使 divS,=0, IBA, 我 们 称 
9 满足 守恒 律 。 命 题 2.11 说 明 闭 且 余 闭 的 形式 一 定 满足 守恒 律 . 

我 们 也 可 得 到 单调 不 等 式 ， 它 的 证 明 类 似 于 定理 2,7 的 证 
H. 

EH 2.13109 g} MẸ mt Riemann 流 形 ，B, ae) MAL 
+ 为 中 心 ,0 为 半径 的 测 地 球 ， 假定 从 一 点 mE M Be MAB 
MUR RUE Bboy 1, ESM EMERARA, © 是 取 值 于 
召 的 p- ER A EAI 


-| (div8.,) (X)al< (m+ 2p—1af Jol? X|«1, 
RPX EME UR SC REE — H R, OE IB 


estita opte—m/ [| 20d 
By {=} 


F 


$9.4 推广 和 进一步 结果 


> ten ) [|@|2#1, (2.24) 


SHER zE B, (x) MOILL RP e AAT M 


多 的 常数 , 4 FET AR SE Bile) 中 的 上 下 界 的 常数 ， 

Rah, RANA AM (2.23) 证 明 元 一 形式 的 消 没 定理 如 
F. 

定理 2.14 设 开 是 税 维 完备 . 单 连 通 的 Riemann 流 形 , EH 
Ri BAR IE, BARE PA. WE EM EEJ Riemann Wi, oF 
MERTEN pKE-ER, 满足 守恒 律 , BAY m>2p it, o 
= 0, 

下 面 , 我 们 再 回 到 调和 酉 照 情 形 。 定 理 2.8 和 定理 2.14 PR 
面 曲 率 变 化 不 大 的 人 笨 件 也 许 并 不 是 必要 的 。 Sampson 曾 试图 证 
H, MAE fal ok (m3) 完备 单 连通 具有 负 截 曲率 流 形 出 发 的 有 了 眼 
能 量 的 调和 瞻 照 一 定 是 常 值 映照 , 可 展 证 明 有 错 t6。 EE 
竟 对 不 对 ， 至 今 还 不 清楚 。 为 此 ， 我 们 考虑 一 类 特殊 的 Gartan- 
Hadamard 流 形 一 一 典型 域 ( 有 界 对 称 域 )， 

典型 域 首 先 由 Cartan pS] A TADOS, poe, Bk Siegel, 469 
FS PU ar J Rt ag OTST, et Wong fe, Haik 
By EA a Uo BK BG 2 E p gT A SO BY 2) Grassmann 流 
Fg 1a) 。 

HCH" 是 (n+m) 维 复 向 量 空间 ， 对 任何 w= (zx, y) = 《zl 
sry Ding Dnaly ts Sram CCR", YP EAR 


tu, uy = |æ]? + re. -4 | tf? ~ EA == — | nim] e 


对 Cot Pi (E— n FS 4， 如 果 在 4 上 的 诱导 内 积 为 正定 
的 , 那 末 , ARARA PA. Ch 中 所 有 +n 维 类 空子 空间 
Stith Gin (C), HAH Grassmann 流 形 。 

Fe Cat ER on AOR HEB SS E E, A(t om) x m 


F, 
se y. ja % 维 类 空子 空间 可 由 方程 组 
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aV,-yV_=0 
所 定义 。 如 果 deV = 0， 那 末 必 存 在 类 时 向 量 (z，0)， 这 是 不 可 
能 的 。 所 以 ,; 任 一 n 维 类 空子 空间 可 由 方程 
y=aV V EE oF 


表示 。 这 里 名 是 (nxm) 复 矩阵 ,对 同一 % 维 类 空子 空间 , 在 全 空间 
PEER JEE V,U -wyVF_U=90， 其 中 口 基 (m xm) 非 异 
E, MOZ AAMT nm 维 涩 空子 空间 而 不 依赖 于 基 底 的 选取 。 由 
F (2, ARE e ARS, 2 必须 满足 

Fa (2.25) 
所 有 满足 (2.25) 式 的 (nxm) Beh Ras he RD? 
EAR Gresamann 流 形 Gt, (C). A, 中 的 Bergman 度量 也 
恰好 是 Goe O PHARE, MEC EIRAN Ra, Ry 
APO SMS HIE. Ar 出 可 看 成 Ol, ——Rjt* 中 n 维 
类 空子 空间 的 全 体 、 这 样 ， 我 们 容易 用 活动 标 架 法 算出 典型 域 中 
的 曲率 张 量 ， 佑 计 出 截面 曲率 的 界 ， 以 及 1 Ricci 曲率 等 。 从 文献 
119] 可 知 ， 

维 数 。” AR HR AR «| Ricci fh x 


Rn m) (min (tm, ajs=2)  2mn —4</<0 ~2(n+m) 
Ry (Nz 2) antl) -dek 一 了 (中 二 了) 
Huin d) a(m—1) -2<k<0 —2(n-1) 
Kimer) 2n - 2 k <0 一 如 


我 们 首先 证 明 一 个 Laplace 比较 定理 ， ES LE RETR 
BP, BORER ae) Laplace 比较 定理 。 这 里 给 出 的 证 明 
不 周 于 文献 [28] 中 的 证 明 , 它 更 为 玫 何 化 ,并 稍 作 推广 , 

定理 2.15 BMA MARE mit 2% Riemann 流 形 ， 其 中 M 
还 是 单 连通 无 焦点 流 形 。 设 ? 和 ?分 别 着 从 zoE MUR GEM 
出 发 的 距离 函数 。 如 果 , 对 任何 点 se & M, FEM, (a) = 了 (2} 夺 0 


满足 3 ə 
Rio(a)( Sz, 3p) ty Rio Ric (e)( 9 oF =) 


53.4 HE PLE aie 55 


其 中 Ric fl Rio Bh sea MALT 的 Ricci H8, ABA, 当 和 是 了 的 
可 微 所 时 ， 


dr > + a, 
畦 别 地 , 当 
Ric< — bt 
H 是 正常 数 ), 那 末 
drb coth(aér), (2.256) 


证 明 UX, YRM s Ab, T HBR 
CB, (%9) HI Al BI, TPE 1 A 2 I a FITE dF BA 
MMA BBR : 
V , Hess(r)(X, F)=V, (vr ， Yy 


\ 
3 Y j 
a / é \ 
or? Y iV [2.2] ar’ Y f 
__/ a a \ a 
= -R (a X Jaro Y Jo (Yo 2 2 ) 


| c H \_/y, 9 an 
= AR lae © jar Y 7 (We aro Vx ap”? 


_f 0 
\ BF ay 


将 上 式 二 端 取 迹 , 得 到 

EA (dr) = -Rie(-2-, 5) - \Hess(r)|? (2.27) 
对 是 完备 单 连 通 无 焦点 流 形 ,7?? BM LAER. GUA a 
$85.8), 考虑 到 

Hess{r?) (3 ’ 3c) =2, 
Hess(r*)(X, Y) =2rHess(r)(X, F), 
Hesstp}) 的 特征 慎 均 非 负 ;因而 
[Hess (7) |?<(4r)*, 

(2.27) REA 
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2 (4r)> —Rio( 2 ， 2 )- (4y)? (2.28) 


同样 道理 , EMEA 
Zz ir) = ~Ric ( ra -f ) - |Hess(#) |*, (2.29) 


出 Schwarz 4. ak, 


| Hess (#) |?=> 


1 at 
(A7)? 
m-] i F) * 


(2.29) 式 也 就 化 为 


d ~ Ar 8 1 ~ 
CD RE (2.80) 
从 (2.28) 式 和 人 2.30) 式 并 利用 定 班 的 条 件 生 到 


o ls: _ 2 1 PAR, 
-C dr- 一 ai )> (49) + pe A. 


(2.31) 
记 
H=4r- 1 a 
m—1 ” 
PHA i ™. 
= Ar + AF, 
. m-l 
AAR, (2.31) 式 可 记 为 
H 
7 +PH>0, (2.32) 


É co FR IRD ESE a, oy 2"), WREE RRRA 
r= VE OF, 
Ar = m- +O0(r), 
FE» H 


有 从而, 得 到 


83.4 HEP RiR 5T 


这 说 明 , 当 YE (0, e](e X EAEE hh, TSO, 
HJE, 从 (2.32) 式 得 到 


(ae 4 PH Jexp( |" P(tjdr )=0, 
Ep 


0 (H exp({ P(r)ar ))>0, 
H (ryexp|'P(t)de>H (e) =0, 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 。 

应 用 定理 2.15, 我 们 得 到 为 一 刘 维 尔 型 定理 . 

TE 2.161 设 术 是 m 维 Cartan-Hadamard 流 形 。 它 的 
截面 曲率 - eV <k<0(a>0), Ricci RLA- RER, EJEM 
好 到 任何 了 iemanm 流 形 的 调和 上 映照， 能量 慢 发 散 。 那 末 ， 当 o> 
2a 时 , F ERR, 

WA MD=Be(m) CMAU a ADD, R pia ai ae 
球 , 它 的 边界 为 测 地 球面 Selwo), ae Xo REE EAT 


Fir eM LAER WX =r -二 2 , 其 中 2 AR AAA 
HE, BR Sa(eo) 的 单位 法 向 量 为 Z ， Jf H, 
[OFX nsl- | FX, fanl 

_ „l fy, @ 2 \, 

=R f a e(f)»l i BA fs or “ fu 57) 1 

<R f e(f)«1, (2.83) 

Sa {ay} 

Ai, l 


_ @ 
ër 


to So =rHes9(r) (¢,, Cr) Er, 
div X =lirdr, 
其 中 feo) = fen Sb Belo) 上 的 局 部 么 正 标 架 场 ， 所 以 ， 


58 Bie F EZ 
Cf ons Tuem SVX 5 C8) 
=f FA, feb y AEE (r) (es, or) Paley fat) 
并 且 
(Sy, VX> =e(f)div.xX —<fyeas uta) Noa X s En) 
=e(f)G+rdr)- 
—rHess(r) (es, Er) (fea, Fee), 
根据 Hessian ty $e iE E DLA (2.25) x0, 
(Sy, VX) =(5 (br)ooth(br) - 


E Z 
I 1 
+ E +5 (ér)coth (br) 


- (arooth(ar) fates Fale). 
& h(g) =acotha, ARK #(0) = - tim xcoth 二 1 并且 


(sha) (cht) 一 所 


if = coths — xcsech*s = z 
~ shx 


仅 当 w=0 时 ,v(m) =0。 再 微分 
Af (m) = 2csech?e(acothe —1) 20, 
thi 4asO Ry, A"=0, AeA A (a) PERM 
g(r) = 5+ Sh (br) - hlar), 


=, 


显然 ， g(Q) = 0, 而 
g(r) = Tow (br) ~ak (ar), 


Bill, 当 bleh, g’(r)>0, RSS r=-On ma, Ale 
g(r) 20, 
等 导 也 仅 当 7=0 时 成 立 ， 
根据 以 上 分 析 
《SS VX>==0, 
并 且 当 e( 户 不 恒 等 于 零 时 ， 总 存在 型 中 一 个 邻 域 D, 使 eC fh) Æ 
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U 中 恒 正 。 也 由 此 可 见 , BEM Pe, WES YDER 
HHE, 因此 ， 总 存在 Ay >0, 使 E> Ay 时 ， 


f, ay Sp VESO, (2.84) 


这 里 口 是 一 个 正常 数 。 将 (2.33) 式 和 (2.34) 式 代 入 (2.6) 式 ， 得 
到 


Rj og IO (2.35) 


XERE 


e(j)(o) 1、f- . 
Blase > els Jan e(l 


其 中 e 是 某 正 常数 ， EMRI E 1S ZR B EMT I 
因此 , 必须 有 eC Ff) =0, f Ay {Ae AA, i 
FERRA ty SRY BAB ae, 立即 可 得 下 面 的 定理 。 
定理 2.1781 设 
Ayn, m), 4 n+ m8 时 
m-l) Zum), Ha> 
Piula), H n5 时 
Hiu, “n>8 时 ， 
那 末 ， 从 型 到 任何 Riemann MEN KRESS RH A —e 
定 是 常 值 映照 

注 1 利用 (2.23) 式 ,我 们 可 以 得 到 比 定理 2.16 和 定理 2.17 
更 强 的 结果 ， 即 可 得 到 关于 满足 守恒 律 的 取 值 于 桂 何 向 量 从 的 
1 次 微分 形式 的 消 没 定理 。 至 于 对 一 般 P-E, p> 时 ,上述 证 : 
HA 不 能 奏效 . 

注 2 MAME CA, EHRE- 4kg- Ei 
Ricci 曲率 为 -~2(m+I)， 根 据 定理 2.16, m=7 if, AER 
Sh. 由 此 可 上 见 对 强 负 曲率 流 形 ， 有 时 用 定理 2.8 得 到 的 结论 更 
i. SIP RS PAPE, 定理 2.16 才 显示 出 优越 性 。 定 理 
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2.16 包 售 双 曲 空 间 , 但 不 包含 欧 氏 空间 的 情形 . 

注 3 对 维 数 较 低 的 典型 域 ， 要 对 其 中 的 距离 函数 作 更 具体 
的 计算 才 训 能 得 到 相应 前 结论 。 


第 3 章 


调和 映照 禹 斯 映照 


吉 典 高 斯 映照 在 三 维 欧 兵 空间 的 极 小 曲面 理论 中 和 超 着 很 重 枫 
的 作用 。 对 欧 氏 空间 中 的 一 般 子 流 形 ,我们 可 定义 广义 高 斯 映照 ， 
子 流 形 的 性 质 往往 从 它 的 广义 高 斯 映照 的 性 质 反 映 出 来 ， 并 且 和 和 
调和 映照 密切 相关 。 本 登 将 展开 这 方面 的 研究 硅 果 。 


§3.1 广义 高 斯 观照 


设 Af» Ret? 是 欧 氏 空间 中 的 避 维 定向 子 流 形 。 对 任何 -- 
Kee MM, BY TL, BSP Asie) Rt? 中 的 平行 移动 ， 将 
TM FHA ROO 的 原点 ， 得 到 Ree hp mE eS 
空间 ， 从 而 得 到 Grassmann MJER — A Y (e) E Gms AUEN 
TU MRR y M>G,,,. 关于 子 流 形 的 性 质 各 了 调和 和 性 的 
关系 由 Ruh 和 Vims PRP, RASA, BRINE 
[2 中 的 方法 证 明 如 下 。 

设 M, N 是 中 和 有 维 Rierann 流 形 ， 它 们 分 别 有 局 部 和 康正 
IREA > Cmts {OTs es ORD, MDS fOr, +, Om? 和. 
jot, «+, of}, LL Riemann AS 

48%, = E0), d9 = DoH, 
2, j=l, se ym, A, Bl, =, 

HiT Mey se Hs BE: 
ÅO; =i AO, @;;+@,,=0, 


CD 5 = Oi ygt Qiss 
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其 中 or 和 Qas 分 别 是 联络 形式 和 有 曲 率 形式 。 
Sy EIA BA RR fi MN, 

FESAT (3.1) 

定义 aa HEMIA 
Da gy = fa Haaj + AnS OBa 

FH 

Daa = Ua, 
显然 


Bais = Baye 


f EAA RBI De., = 0， 的 能 量 审 度 为 


D ahia 
ef, MR”? BPRS A. MIR R+ RAI RR 
el tty Emig $E esl, e,m) AMMO WB. E 0p s 
One EHARA, RO pA EREM LA 
Üa =Ü, 
dm = Or AO, OQ tO =0, 
Da, = Pa Oss 
dis = Oy A Ong + Or A Oas 
(i, j=l, =, m, a, B=m+1, =, mt p) 
等 距 澶 入 下 的 平均 曲率 向 量 定义 为 
= 二 加 Babas 


如 果 五 =0, MRANA, RMN Ba 的 共 变 微分 为 

有 有 = (十 下 si 网 时 十 下 sr taiga BE huign 
Fe Bi HY Barge = Pansy 因而 Baisi 关于 É, ds k 是 全 对 称 的 。 如 
RR 


DH -t D harra 20, (3.2) 


PAMEAT HT THA DRT AB, 


§3.1 [RRA RR ez 


我 们 再 用 活动 标 架 法 来 描述 Rete 中 子 流 形 开 的 高 斯 映照 
y. BO E Ra 中 的 原点 ， 把 0Gm+ DSMAN & Emme O; 
el …，em+g) 的 成 的 流 形 相等 间 , 把 SO Gn + p) (500m) x SO(p) 
和 过 日 点 的 定向 m 维 线性 子 空间 组 成 的 Grassmann 流 形 相 等 同 。 
te P= {( (aye, «+, Cm), PEM, ETM) EM EX ERBEM, 
Q = (T; Smets os Cmip)s TEM, aE NM} 是 村 上 的 法 标 架 主 
Kh, Wt, POQ>+M EMERE Hy SO(m) x SO(p) EAN 
EERE, mt PGBQ+SO(m+ p) 是 在 上 述 意 义 下 自然 的 包含 
PR AA, ED (as 61，…，egmrp) = (Q; 61, =, mip) 。 

我 们 定义 型 一 Cos 的 一 个 有 映照 ?， 它 把 *E MRT Me 
Gain. E y MG,» BRA EA f 05 ek 这 样 ， 下 面 
的 图 是 可 区 换 的 。 | 


POQ—-> SOGn+ p) 
i © 
M > Gos 
WL, ey Emap} ESOC + 加) 设 
dea=0as6a, Oant fsa = 0, 
A, B, = =1, + pisl, Ny 
( a=m+tl, mt+o, ) 
Mit 6.45 满 是 Maurer-Cartan 方程 
dG 45 = OacAbcr, 


于 是 ,2 次 微分 形式 

d82, = 3163, (3.3) 
定义 了 Gn» 的 典范 Riemann 度量 。 它 在 SO(m+ p) 的 作用 下 
是 不 变 的 。 


相应 于 (3.3 元 的 产量 ， 立 即 得 到 相 雁 的 联络 形式 Oaia B 
Pe: = OarA Br tdsa i ber = BOsdst+ Or Pag) A Bar 
Deiat = Osadis + Tian, (3.4) 


Sd SI FRAT SR 
@ 45 = $*0 az, 
AARP RA, 我 们 不 远 分 主 欠 及 底 流 形 上 的 微分 形式 , WH 


Oas =Y" a 


从 而 得 到 
¥" Oar = Dar = ai, (3.5) 

EEES BRI V: ML 一 Gms 的 能 其 密度 
e0) = D bbe, (3.6) 


TRI 2 EH A HE SR È hairs =O, 比较 (3.2) 式 , 我 们 立 


PRIME Ree? 中 的 平均 申 率 向 量 是 平行 的 。 这 就 完成 了 下 列 
定理 的 证 明 。 

MSP AE Rw'? 中 的 平行 平均 曲率 子 流 形 的 充 要 条 
件 是 它 的 高 斯 映照 是 调和 和 映照。 


33.2 类 锥 调和 映照 


SY RET AY mn ET RI MaSe 9 Retort 往往 定义 如 下 的 
高 斯 驳 照 。 对 在 何 wE 并， 有 关于 B"+? 的 法 空间 NM, EE 
行 移动 到 Rate+ 中 的 举 标 原点 ; 而 得 至 Grassmann 流 形 中 的 一 
点 Gam, PE TRE UR y, MG, ay. FE Grassmann 
HE Ormai 和 mip 之 间 有 一 个 自然 的 等 中 9， 它 将 Roster! 中 
任 一 名 维和 平面 对 应 于 与 其 互补 的 m+1 AP. BB, v* = nr 将 
MHA e 对 应 于 了 sc 六 及 zw 点 的 位 置 向 量 组 成 的 (m+1) 维 子 
空间 。 

AA MARR PMR Meser, 也 可 研究 好 所 
生成 锥 OQ 及 的 性 质 。 CM J Mx [0, co) 3] Reet pA, (a, 
tc 的 象 ， 其 中 ce M, telO, œ), CMA—-PAATAOL HW 
HM A, RNS BRCM, CA EGR AI OM x 
Le, co} Bree AYR, Alp e de — TER, 

Simons ji] F MRA 8? 中 的 和 m 维 极 小 子 流 形 ， 那 末 ， 


(93.2 BRAM 65 
CM, 是 Rover chy (m4 1) HERR DAE, PEE, BATH DUE da 
FRAR. 

命题 3.2 CM, 是 RA HAHP EIRENE BS A 
要 条 件 是 于 为 S 中 的 极 小 子 流 形 。 

证 明 对 任何 给 定点 2E M, 选取 2 UH ee ZEA 
ie, H Vie: {2 =Ù, H {6al 是 3 ERDEM H & ERARA 
BAA. BR 利用 沿 O 点 出 发 的 射线 上 下 平行 移动 得 到 RH 
HRM EME, BR El to 也 = 地 se， 其 中 
为 从 0 点 到 相应 点 的 距离 。 没 这 些 射线 的 单位 切 向 RAT, T= 
2， 显然 Yurs0。 这 样 (Bey Bay th 构成 了 ROH 中 的 局 部 


AIEI 而 《五 ,， 全 构成 了 CM, rh 6) dR ae 
BOM, 在 Ree! 中 的 平均 曲率 向 量 为 H, TERANOM, 
的 一 个 截面 , eS aK IA 


H-t (Ve E tV)", | (3.7) 
其 中 ! )* BRA RECM. 的 法 从 的 投影 ，。 


现在 , 沿 着 过 < 点 的 射线 计算 表达 式 Ve fn 
首先 , 注意 到 


Var=Ve, = 1 EB, 
其 中 表示 所 在 点 的 位 置 向 量 。 那 未 
(Vs, Bs, D) = ~ (Bs, Vet) =- F bu, 


s Vn E Hy) = {V Ve, Es By) 
a = VEYr Ei Eo tV iE Eyy 
= -2 (Vu Bs, By>, (3.8) 


PH, 还 有 
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(Va Es, Ea == TVa En Ey. (3.9) 

积分 (3.8) 式 和 (3.9) 式 ,有 
(Vi Ea, Ey) = Aan, (3.10) 
(Va En Bo = Sue, (8.12) 


FP Ain 和 Boua 是 待定 常数 。 利 用 7 = 工时 的 条 件 可 以 确定 这 些 
常数 ， 

Ags = 0, Bija 一 站。 (3.12) 
a hia EME SM 中 的 第 二 基本 形式 的 系数 ， 从 而 ， 


VeEg= -二 ur+ 寺 jia 了， 
代入 (3.7) 式 


H = AED Dhaka. (3.13) 


MAME Sm+? 中 的 极 小 子 流 形 ， 则 E hies 0, 从 (3.13) 式 
即 有 豆 =03 反之 , MRA OM, 的 法 从 中 平行 。 从 (3.13) 式 得 
_ 1 
(v. H)" 一 一 “tat rt A istaa | 
RERED haa =O, MES? HR DFR. 


FH, Rilke MASA RR, 
Schoen 和 Ulenbeck 证 明 广义 极 小 映照 的 正则 柱 定 理 时 ， 引 
入 了 切 映 照 的 琉 念 ( 见 本 书 第 5 BE), ARSE RRR E AI 
自然 推广 。 对 Stee Retest, 我 们 引进 从 Rete (0) 到 Sore 
的 映照 
yia) =a” 


Epe Reet 0} 中 的 任 一 向 量 。 这 样 ， 对 从 六 (一 8"*") 到 
另 一 Riemann REN HER Jo RMT, BN AR 
al f= fit, RMR HARA, CERD CH. HHA 
ATARI. RL, MESSER RRS A SH AEB NV wy R 


§3.2 SSE Pe eT 


fi = fot, Hh i, MOM. 是 标准 包含 映照 ， 不 难 验 证 下 面 的 命 
题 。 

命题 3.8 f 1 是 全 测 地 映照 的 充 要 条 件 为 了 是 全 测 地 映 时 
J 是 调和 下 沼 的 充 要 条 件 为 f RR, 

证 明 从 直接 计算 立即 得 到 , 这 里 从 略 . 

我 们 来 考虑 类 纵 映 照 的 一 个 重要 例子 。 

设 于 一 Sm+?- 一 Rm+9+1 是 球面 中 的 子 流 形 。 CERREN E 
为 CM,。 对 任何 2wE M, Be 点 附近 ， 如 证明 命题 3.2 时 的 局 
RAER E, Ea T}, et RO 中 的 子 流 形 CM, 按 通 常 
方式 全 定义 高 斯 映照 , CH OM, 的 切 空间 所 决定 , MCU, 的 切 空 


闻 由 {如 ,7} 所 张 成 。 由 于 B= co RRN, CM, 沿 着 母线 有 


AB fe ST AST, B RRA E Pew CM Gate 是 类 锥 映照 。 

另 一 方面 ， 对 Sr 中 的 子 流 形 性 ， 我 们 在 一 开始 已 定 允 了 
高 斯 映照 v MOG nar, DR Y* = 997, Mamap 其 中 

Ty Gy mri Gee 
EPERE. BRT 
You, =Y" et. (3.14) 
这 样 , 从 命题 3.3 及 调和 跑 照 的 复合 性 质 立 即 有 下 烈 关 系 ， 
You AMEY" BA yr val A, 

而 从 定理 3.1 及 命题 3.2 又 有 

M-n BN A> OM Re) 为 具 平 行 平均 曲率 浸 
Alem, 调和 。 
因此 , 以 不 同 于 交 献 避 介 和 [了 64] 的 方法 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 3.4 MS? 基 极 小 浸入 的 充 要 条 件 为 它 的 法 高 斯 
观照 F: MG pme AAE, 

球面 中 的 极 小 子 流 形 与 其 高 斯 映照 还 有 什么 关系 呢 ? 我们 考 
嵌 紧 致 超 盟 面 的 情形 ， 开 -= St 到 "2 首先， 型 不 可 能 是 稳定 
极 小 超 曲 面 , 它 的 离 斯 暴 照 也 不 可 能 是 稳定 的 ， 但 型 上 的 锥 CM, 
作为 Ro? 的 超卓 面 有 可 能 是 稳定 的 ，Schoen 得 到 了 这 类 超 曲 页 
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的 拓扑 障碍 号 1， 类 似 地 ， 我 们 可 考虑 rw, RCRA, 
得 到 了 同样 的 拓扑 自在， 
TERE 9 50 Be Met) 是 紧 致 极 小 超 曲 而 ， 如 果 法 高 斯 
BRR y SP A RY SS PERE AR yo, CMe Sml 是 稳定 的 ， 那 末 开 具有 
证 明 H yc(CM.) RS”! LHMEBARBRECM, LA 
A ee PASAY, 计算 Yc 的 第 二 变 分 。 而 S++1 
上 的 共 形 向 量 场 构 成 w+2 维 向 量 空 间 长 "i? 这样， 我们 得 到 
Ro? 上 .的 二 次 形 ， 取 迹 得 到 稳定 性 不 等 式 上 0 《也 请 型 后 面 的 
§ 5.4) 
f ( Vajz- rt M-E at}dye|? )*1>0, 
它 可 写成 
| ( Vul? = -a mT 4 于 rie r? .5 


-mr ya (3.15) 
这 里 YY 表示 湖上 的 稀 庶 算 子 。 考 虚 讶 上 的 强 椭 加 算 子 


m=İ 


Ias =4+ Í [dr]? 
和 (0，co) 上 的 常 微分 算 子 
d 


g 
Dt a 


BD HR A, In ARIA ân. WEBE 
FER (3-15) (hy 0 
A, + 6,20, (3.16) 


mies 6; = OH, a 


O&A + 0 = nfl (- du Feet [are ead 


(ma — 1)? 
rr | 
f 2] 
A 
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Ep 
(ivu (h ar- ya). 
(8.17) 
BME Em 中 的 第 二 基本 形式 长 度 平 方 为 18|” 我 们 有 
[Bl?= lart?, (3.18) 


类 似 于 时 ,6) 式 的 推导 , 对 球面 中 子 流 形 也 一 样 可 得 上 式 ， 而 从 超 
曲面 的 高 斯 方程 得 


|B| =m(m-1)-R, (3.19) 
HHR EMH THR, OHS 1 RAS ID RA.) 
到 


[ (ive (Moh r- mm D aero, 


+1 4(m+1) 
(3.20) 
BAL H O<axcl 有 
mim L 
f (iul +a mot Re) 
mal ( [Vu]? + m-i Re )x1>0, (3.21) 


Li im— 
#6 (8.21) Rep a= MEI) ， 得 


m— 2 
f Vult ET Rut wt=0, 
RE = 4" 4 RREA. ESC [72 


XB AY —-4f ce Be a Se SF i TE RET. 

+ 根据 Gromov-Lawson EB Schoen-Yau Ay LiF, BR 
具有 正 数 量 曲 率 度 量 的 流 形 有 拓 站 障碍。 这 就 造成 我 们 所 考虑 的 
这 类 极 小 超 曲 面 的 后 扑 障 得 , MS] RET AE 
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$3.3 广义 极 值 原理 


众所周知 ,若是 定义 在 紧 致 流 形 寻 上 的 连续 函数 , 那 末 必 部 
Fim, EM, fE f(e) =max f(e), f (es) =min f(a), Xt 


基本 性 质 在 几何 定理 的 证 明 中 是 很 有 用 的 。 将 极 值 原理 推广 到 完 
fr Riemann 流 形 的 是 Omori), 后来， 丘成桐 用 更 简单 的 方法 
改进 了 了 Omori ays Fe), 从 此 以 后 就 称 为 Cmori-Yau 广义 i 
da FZ, 

RM ESHA Riemann 流 形 , 它 的 Ricci PRA FAR. iu 
FE7EM LG EF C? 函数 。 那 末 , 对 任何 s> 0, TEE API E)E 
if, {E 

lim u(ay) =sup t 
H kÆ Ket 
| Wee} (an) <E, 
dulta <E, 

AS Ria ROSTER. RMA 
上 述 广义 极 信 原 理 。 一 般 地 说 , RT RE SER. WE R 
中 定义 Riemann 度量 ds*= dr? + G(r) de, xt Lave Al Oe 
u(r), 


4y =u" + eTa y Lawy, r 


EN 
u(r) -| : f G(Ðdt, 
EME duz I, 并 且 
sup utr) = {rae oe dt, 


WRR G(r) srie (4 relat), 上 述 积 分 收 伍 , 即 w(7) 有 上 
界 ， 但 对 酒 数 4 不 满足 极 值 源 理 。 而 曲面 的 高 斯 曲率 在 无 穷 远 的 


§3.3 ORR TI 


HERRAT- r RAWE ARAA T -o ERR 
AR AR. Ri. RAT AY LER TIR. 

SEs." 设 六 是 完备 Riemann HE, 它 的 Ricci h RH 
足 Ric> -C(L+rtlog?(r+2)), oP r 是 从 型 中 国定 点 各 出 发 
BRERA C 是 正常 数 。 设 是 其 中 有 上 界 的 0 函数 。 那 未 对 
任何 E>0, 存在 点 列 {ao CM, 使 

lim utr) = SUp th 
EY k JAKI 
| Vui (£u) <E, 
4u (ay) CE, 

首先 证 明 下 烈 引 埋 ， 

引 理 3.7 设 兴 是 吕 维 完备 Riemann 流 形 ， 它 的 Ricci 曲率 
满足 Ric]。> 一 CF(7), 其 中 >0 是 常数 ,7 BAEK a Ble 
点 的 距离 ,了 RR EIROA, PL, 如果 2 不 落 在 2 的 
AEE, 那 末 

NO) SL + V m DOFT. (8.22) 


证 明 RY: 10, >M BES cod) e HRM Hee, py (0) 
eg, V(T)=e, Boe may A ER fe} =1, ++, m), {Ea 
P(r) 。 将 它们 沿 测 地 线 yp FR Ba, BPM yp hs ERA 
Fy {aha Y E ASCHER, Br) ee Jacobi 场 v 使 

J. =0 和 Jaf) Sea (@=2, «+, m), 
这 样 , 我 们 有 
dr (x) = 614,(7) 一 (Ver] (7) 


= e 4 VW = So T “ 
È Ved) È Tar Vn? |" 


d= 


| a Vie P, Jarti 


=$ K Gal- RG Jal? Jad)dt, (3.23) 
BSC), r] LMAB MEM, J(0)=0, f(r) =L WR, 
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{F E) ea (E)) 是 沿 测 地 线 7 的 分 嫩 光 滑 向 量 场 了)enok0) = 0, 
Feat) =v。 根 据 著名 的 指标 不 等 式 


dr (办 二 | m~ D (FNC di (8.29) 
它 有 端的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 是 


f"-O.F f =0, (3.25) 
Hh C,=-C/(m-1l)., suena 
(rnd. See (3.26) 
F(0) =0, f(r)=i1 


解 的 存在 性 可 用 很 多 方法 说 明 。 下 面 用 常 微分 方程 比较 的 方法 来 
LEA, SE PSA 
ern =0 
f1(0) =0, fiO =1, 
$48 (3.27) RAMA IE fi. RB SO SO, RA 
AH mC hy (4) =O 
th (0) =0, A: (0) =1 


(3.27) 


的 解 。 考 虑 到 
0=| Ft OR) ST ORF)} A 
=|" (f ht a fide + | CFC) _1)h fide 


>ii- |’ 
=A OMO -hh FO, 


(A) 0. 


从 而 可 得 


对 任何 6€ (0, H, 
DD a file) 


fy (t) “Py Cig)” 


BTE 
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F sai fil) -lm £1 G0) _ 
hilt) zlim hy; (to) im Bl (to) i, 


即 
Fit eh) = Fsh(v oD. (3.28) 
VC 


这 说 明 fir) O, FOO =A /FiCr) Fe A AS. 26) BH AR, 
从 而 


K E-D] 
= (m-1) | (CF)? + fF" ]dt= (m-H I). 


ARA (8.24) 3R A 
dræm- DF ir), (3.29) 


现在 我 们 来 估计 f(r)。 首 先 , 从 他 :28) 式 知 
, ~O, 
f’ (0) Saary" (3.80) 


另 一 方面 ， iz hy (£) Æ 
po -OF (rh (t) =0 
(0) =0; Ay) =1, 
32. 75 AAEE E, 我 们 有 
Filt) R(t) = t sh(v CIF (r) 4), 


MOE) 
据 此 可 得 
F VOF) _ 3 
| f (0) >a EFOD" (83.31) 
AG SORME 3D R RATA 
FO), (3.32) 
而 


O- FO = ("f(a de 
= [ORY <OF OPO. 
(3.83) 
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从 (3.29) 式 (3.32) 式 和 {3.,33) 式 就 得 到 (3.22) 式 。 ' 
注 4 Felm, BAH Ff =sh(VCit)/sh(VWCir), 从 
(3.29) sh Al Fe . 
Ar (2) <(m~1)/O, coth(.Cjr), 
这 就 得 到 通 第 Laplace H Snr Bry eR, 
我 们 回 到 定理 3.6 的 证 明 , 它 和 丘成桐 的 证 明 一 样 . 
定理 3.6 的 证 明 对 任何 上 > 0, 在 型 上 定 习 函数 


AAA, g 在 茶点 zw€ 型， 达到 最 大 值 。 利 用 熟知 的 支撑 画 数 
技巧 ,我们 不 妨 设 ，zs 不 在 zw 的 割 迹 上 ，9 也 就 在 sr 附近 是 光滑 
i. RNA 


Vg (ay) =0, 
展开 得 
二 一 -ve ulo) = 2l) ~ 4 (a) +1) 
[logr?(ay) + 2] Hëlen) + 2) log (rio) + 2) 


r(2,)Vr (ay) | =0, (3.35) 
即 ， w k-o 时 ， 
2 (U Tu) — WE0) + IYr (zy) 
[We] (en) = ea an) + a) log tr (aa) FO) ™ 
这 就 证 明了 定理 的 第 2 式 。 我们 来 证 明 它 的 第 1 式 ， 如 果 它 不 成 
立 ; 那 末 , 能 找到 O>O, {zp} DIF) CGH leah) B® oe M, 使 
WP) > ula,) + (3.36) 
WEH kco 时 ，? (pr) 一 co， (3.36) RATA, 4 1 (we) > 
(xr) 时 ， 
gi) = u(x) 一 Ue) — (a9) t +1 u(r.) —u{ay} +1 


“Plog (r?(w) +2) 7°" ~ [log (r?(a,) + 2]'* ? 
这 与 4 WE MAH, 
WER EETA, e KAF E 那 末 , (3.36) RAI 
ue) (FB) +9, 
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因此 , 2 k FEARS, 


ufe) — tiro) +1 UG) — (ay) +1 
[log (r? (a) + 2)]¥* ~ [log(r? (ay) + 2)]1/* * 
出 得 到 矛盾 。 因 此 ,证 明了 定理 的 第 1 oh 
在 zs 点 ,还 有 dgl) <0。 由 直接 计算 ,得 到 


A ~—, 7.4 at 


_ 2 ula) ~uz) +1) (rar + [Vr |) 
. Fr? + Sloper? + 2) 
4 (u(y) = ufe + 1)r? [Vr | 


k (r? + 2)4log(r? +2) 


十 


4(1 + z) (u(t 一 外 (人 的 + Dr Yr |): 
+ k@? 4 2)*flog(r?s 2]? . 
利用 人 .35) 式 ,将 上 式 化 简 , 从 而 得 到 


2 (4 (#4) -u (æ) +1) 
dulta) SR? + 2Q)log(r? + 2) {rdr + 1) a (3 37) 


MG. 22) RAN 87) KR, 得 到 
2(ulay,) — ula) +1 
kir? + 2} log (7? + 2) 
Ga DOU FFI I) +m), 
RAH TERR 3K, - 
注 ”从 本 节 一 开始 维 出 的 例子 可 见 ， 定 理 3.6 人 莹 不 多 已 经 到 
最 佳 。 黄 宣 国 对 此 还 有 进一步 讨论 中 1 


Su wr) < 


§3.4 象 半 径 估 计 及 其 在 子 流 形 理论 中 的 应 用 


早 在 1965 年 , RRS EAT TAER, 

欧 氏 空间 R” 中 的 常平 均 曲 率 图 = F S, oy or- 如果 对 
Tis t's Bani TARAS, 一定 是 极 小 超 曲 面 ,因而 当 a<8 时 
一 定 是 超 平面 。 

这 是 古典 Bernstein 定理 的 一 个 推广 。 FERRY, RAR 
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问 ， 吾 斯 象 的 处 处 稠密 性 是 否 也 对 完备 非 父 崇 平 均 骨 率 的 曲面 成 
立 ? 对 此 问题 ,在 了 982 Æ, Hoffeman, Osserman #J Schoen 以 下 
JERR EM, 给 予 回 答 。 

EESE 对 R 中 的 一 个 完备 常平 均 曲 率 昌 面 ， 如 果 它 
HRS Ree ESE BRR ETH, WE, 它 是 平面 ， 如 果 它 的 高 斯 滑落 
在 某 个 闭 半 球面 中 ， 那 末 ， FP BRIE E i, 

定理 3.9°° MER 中 完备 的 具有 非 零 平行 平均 曲率 的 
Hi tat. E ay eR BR RS [EG 可 看 成 STS, y BRST 
BR PR SY oR -—- AL OR A A, AHA Ya BRK Yi 和? 都 
不 能 落 在 某 一 开 半 球 内 。 Ny 和 Y: PA ATER ERR 
A, 那 末 , Me REBAR TAA ER, 

从 上 面 的 定理 , BARA, 对 欧 氏 空间 Ree 中 的 完备 具 
FATE PRA TRE M, 它 的 高 斯 象 蓝 在 Grassrmann 流 形 
Gog 的 测 地 凸 邻 域 由 , 什么 条 件 将 追 便 型 成 为 极 小 子 流 形 ， 甚 至 
成 为 线性 子 空间 ， 

前 一 方面 ，Calabi 和 陈省身 萤 提 出 吾 : 中 有 界 极 小 曲面 的 存 
在 性 问题 。 

这 二 个 问题 ， 可 以 统一 化 为 象 半 径 的 估计 。 应 用 广义 和 极 值 原 
H, 我 们 得 到 的 靖 果 如 下 。 

定理 3.10! 00 MEZAN mi Riemann 流 形 , 它 的 
Ricci H@w— Ci +rflo(r+2)) 为 下 界 ， 其 中 7 是 从 园 定点 
coc Mit RIE PA. ON 是 截面 曲率 以 互 为 上 界 的 及 iemanm 
we, Barly) EN PR yo ADDR HBB MAAR C4 K>0 


时 , Re), WRF, MON 是 具有 有 界 张力 场 |rf <mro(ro 
是 常数 ) 的 光滑 喘 照 , 且 FCM) CBelyo), WE 


1) > 


_2v Kinf ¢(f)), 


> 一 -1 
R> asp P tg Eg 


(2) 44 K=0 BY, . 


(3.88) 
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2 inf e(f) 
Res (3.39) 
(3) 4k <0 H, 
1 af 2/-K inf e(f) 
R> — th (AME S, ). (3.40) 


证 明 YK >On, RPE Ba(yol 中 的 有 界 光 消 函数 
&=1--cos vV Ko, 

Aho BN NM ye HERRERAN, Tg Hessian 比较 定理 ， 
Hess h> K (cos VMg, (3.41) 

其 中 9 EN pH Riemann 度量 张 量 。 应 用 上 映照， 我 们 有 并 上 

的 光滑 函数 4%= of， 它 当 然 是 有 界 的 。 根据 定理 3.6， 对 任何 

e>0, 存在 一 点 4E 半 ,使 dua) <e, HW, HO 4ADAU 

及 映照 的 复合 公式 (1 .64)， 

du = Atho f) =Hess(h) (Fetu fue) + dh(t(f)) 

=2K (cos ~v Kpje (f) +~ K (siny Kp) eradp, 1(f)> 

>/K (cos. ERB) (2 Kinf e(f) -mtr tan. KB), 
而 上 式 的 右 端 不 可 能 为 正 。 这 就 得 到 (3.38) 式 。 

当 K =0 时 ， Fe A BER AL EMRA pis 于 进行 计算 ， 类 售后 
讨论 ， 可 得 到 但.39) 式 ， 当 下 <0 有 时， 只要 考虑 必 上 的 有 界 函 数 
u=h:f, Hi h=1+ch/—Kop, | 

推论 8.11 BES LOH RS A HR SEG 
K: 的 流 形 M, f SAT, HAM op Ricci 曲率 的 条 件 换 成 
为 数 嫩 曲率 的 条 忻 ， 此 时 ，(3.38) 式 、 介 .3839) 式 入. 各 ) 式 也 成 
Wi 

它 是 Jirge-Xavierim 定 理 的 推广 。 从 (人 (3.39) 式 也 给 出 了 R 
中 具有 曲率 附加 条 和 件 的 有 界 轰 小 曲面 的 不 人 存在 性 。 

定理 3.120 PM ASAE ROMA TI, € 
AAS ESB, HARB RE -— cls r*log*(r+2)) 为 下 
F, te Re Y MM —~ Ghee nome At Se EE Ae oh a RE Be Cp) E 
Gasman P, R CR 2 KW Gann HR, K =1 否则 长 = 
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2)， 那 末 , 基 一 定 是 极 小 子 流 形 ， 

证 明 根据 定理 3.1, 高 斯 映照 7 是 调和 碳 照 ， 而 (3.38) 3 
说 明 infe(y) =0, RS AMER 中 第 二 基本 形式 模 长 平方 ， 那 
AR HG (3.6) ARER 

inf f = 2inf e(y} =O, 
另 一 方面 


1 


这 就 迫使 五 =0. 

将 定理 3.8 和 定理 3.12 和 本 节 一 开始 记 引 的 陈省身 定理 相 
比较 , 虽然 我 们 在 更 一 般 情形 下 得 到 了 结论 , 但 多 了 Ricci fk 
H- co 不 能 太 快 的 条 件 。 它 究 竞 是 本 质 的 , 还 是 技术 性 的 沿 待 进 
一 步 研究 ， 


$3.5 闵可夫 斯 基 空 间 中 类 空 超 曲面 的 高 斯 象 


we RY JE mt LARUE SI, BI Ret Hire ee 
度量 ds? = — (daig)* + (day)? +--- + (dz,)*, Calabi 首先 研究 它 的 
类 空 航 值 超 曲 面 的 Bernstein 问题 00， 并 证 明 当 年生 4 时 这 种 完 
备 类 空 极 值 超 曲 面具 可 能 是 超 平面 。 进 一 步 ， 郑 绍 远 和 丘成桐 惊 
大 地 证 明了 这 个 车 论 对 和 任何 家 都 成 立 中 。 以 a, Nishikawa! 
和 Ishiharai®! 从 不同 的 角度 都 推广 了 郑 一 丘 的 Bernstein 型 定 
理 ， 

对 类 时 以 及 混合 型 极 值 曲面 , 问题 变 得 更 为 困难 , 谷 超 豪 等 对 
WA FP [42] +43) +144) 

对 完备 类 空 非 零 常平 均 曲 率 的 契 曲 面 ,Treibergs 以 及 Hano 
A Nomizu 给 出 了 很 过 例子 59"00。 和 相应 于 了 offerman-Oasser 一 
man-Schoen 的 Æ 中 的 著名 定理 (定理 3.8 和 定理 3.9)， 如何 
用 高 斯 是 照 前 性 质 来 刻 划 这 种 类 空 超 曲 面 的 性 质 呢 ? 

设 半 是 RM Hem MBS, vibe RTH 中 的 单位 


83.5 RAMS hes eS 73 


ANAM BH. MEM pe M, [v(p)[?=—-1, 利用 RTO 中 的 
平行 移动 将 v(m) FESR A, FRAT SB 2B SA 1) p 
的 一 点 。 如 此 ， 我 们 定义 了 高 斯 映照 7: MA (-1), Palmer 
首先 证 明了 下 面 的 定理 ， 

定理 3.18 HME RE 中 类 空 具 有 非 零 常平 均 曲 率 豆 
的 超 曲 而 。 存 在 一 个 数 tim, A) >0。 SMe re OF AY 
VOM) Yee H-1) 的 半径 为 <f 的 测 地 球 中 时 ， 半 不 可 能 是 
完备 的 ， 

注意 到 , MRG ETHE, 那 末 ,类似 于 欧 氏 空间 情形 , 高 斯 
BAIR y, MHC -1) 是 调和 了 用 照 4I。 如 果 我 们 能 证 明 弄 具有 非 
fi Ricci 曲率 ， 那 末 应 用 郑 绍 远 关 于 调和 映照 的 刘 维 尔 定理 中 就 
可 得 到 比 定理 3.13 更 强 的 吾 果 。 从 上 节 讨 论 及 下 面 的 (3.43) 式 
HRES, 我们 用 广义 极 信 原理 可 以 说 明 站 具 非 负 Rici 曲率 。 

事实 上 、 我 们 可 以 将 这 个 结果 和 闻 绍 远 一 外 成 榈 的 关于 闲 可 
兴 斯 基 空 间 类 空 航 值 超 曲 面 的 定理 鲜 合 起 来 考 弄 ， 用 平均 曲率 和 
Pr i AE Oe Oe TT De Ae RTE 中 的 第 二 基本 形 的 模 长 平 
方 。 再 用 广义 极 值 原 理 来 证 明 平 均 曲 率 一 定 为 零 。 从 而 得 到 下 面 
HY Ae BE 

REUL UME RH 中 完备 ， 具有 
常平 均 曲率 的 类 空 超 曲 再， 如 果 它 的 高 斯 象 在 HOCI HER, 
那么 型 一 定 是 线性 子 空间 ， 

注 ”定理 3.14 相当 于 外 半空 间 是 欧 拓 空间 时 的 定理 3.8, E 
比 定理 3.13 的 病 论 强 得 多 ， 

为 证 明定 理 3.14, 我 们 需要 党 伦 蓝 流 形 上 的 一 些 基 本 公式 ， 

WN Je (mil) ERARE, ERRER T 的 符号 为 
(=, ty er +), EX {60 Oty ts Em) EN HRKI 
染 场 ， {Dp, Di, +s Om) Fee STB pA, 因而 

J=- +t Fai, 


我 们 约定 指标 变化 范围 为 


a0 $o PR ew 
Lt, j, cm, 
Uaa, B, " in Th 
MASS BA TATE E 
diag = Oy, AD 
fao = 一 @zpADy of OAD, (8.42) 
Waa t Ü gam 0, 
共 变 导数 出 下 列 方 程 所 定义 
Deo = Dorers 
De, = Oises — Oli 
丰韵 曲率 形式 Qos 定义 为 
Qo: = day; — Oo, A@zss 


Qi = Og + Ag 一 Oir ADs 


Des 二 一 t Rasyva@yAa, 


其 中 Baur 是 曲率 张 量 的 分 重 。 
设 好 是 洛 伦 兹 流 形 交 的 类 空 超 曲面 。 取 并 的 局 部 洛 伦 兹 么 正 
标 架 场 eo，…，so， 使 限制 在 型 上 时 ，e1， ty sm BMY 
PSH, 将 其 对 偶 标 架 场 限制 于 训 时 ,20 = O, 型 的 诱导 度量 
g= Soh, 
AB BY BG Sp a) 7 
dO, = Oir Ay, Ds + Ws: = 0, 


dO, = Oy, AOp — Og A@y ;+ Q; 4, 


1 
Qy = dO 04, DE = 一 F Risp AQ, 


其 中 Os Al Ron RRM RIAA SKE, HR Cartan 5| 
理 
Og = he (D4, 
其 中 hy 是 形 在 丈 中 第 二 基本 形式 的 系数 , 从 而 有 高 斯 方程 
Rise = Riser 一 (Chin 一 CUITS P 
Ricci h 37 
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Ris = fy + hyhy- mm Hg, 
其 中 互 = 土 hy, 是 天 在 不 中 的 平均 此 率 。 如 果 克 的 Ricci 曲率 以 
Cy AF A BRM Ricci 曲率 也 有 下 界 


Ricciy=Cy — + et A. (3.43) 
设 hss 表示 hu HHI, 由 下 式 所 定义 
Aggy @y = dA jy 十 Pyes 十 Ry Oui, (3.44) 
AGAR, 我 们 有 Oodazzi 方程 
hisa — Tans = Rosse, (3.45) 
SE (LABS 可 定义 Arse 的 共 变 导数 Aa ger, 并 从 他 .44) 式 求 外 微分 可 
得 Ricci 恒等式 
Pa sat — Risin = Png Bement + RimBmsri. (3.46) 


从 3,45) 式 和 (3.46) 式 可 得 
yy = Auxis t+ Pine Bemis + himltmrsr + Batre + 如 imp 


其 中 
Faart = ARo t Rp + Horr Or + Rettig 


R S- DA RMN PRERE KEN WK 
5 AŞ = T hhe + mhi + 8* mH aha has 
rd 


+ hihpm Rms + Bishim Rmisn 
+ hs Boggy + Prs Borigs, 
当 站 为 阁 可 夫 斯 基 空 间 方 中常 平均 曲率 类 空 超 曲 而 时 
J 48> SUM, + t-m] HIS, (3.47) 


下 面 我 们 用 平均 曲率 以 及 高 斯 映照 象 的 半径 来 估计 SL deer 
和 了 分 别 表示 下 以 政 B(-L) Pa ae MR BEAM -1) A 
RHEB, WBO 以 及 Be) 表示 以 ze 以 及 四 HP aH 
半径 的 闵 测 地 球 。 在 Be) 中 定义 高 斯 上 映照 y 型 一 五 ”一 四 的 最 
ARJ 


Be Bae VFR AD ea 


Set 


HY, a) max {7 (Ys) h rE B(a) cH}, 
MRA @, Be ob>ch(uly, @)), CXR fB >R A 
_(@~9)38 
~ (b= her)?” 
APS 2MPE RT! 中 第 二 基本 形 横 长 平方 , 产 = chi, 
由 于 了 aa =9, f Be Ble) 的 内 点 zsE Bla) 达到 最 大 信 ， 
即 了 所 f(z)， 利 用 支撑 酒 数 技 巧 ， 不 妨 设 f 在 z 附近 是 O AT oH, 
并 设 Siz) 0, RE MA l 
Vf (z) =0, 
4 f (2) <0, 
我 们 在 2 点 有 


_ 20y? VS 2V (her) _ 
atort* Ns + baker O (3.48) 


-2| Vr?j?_ 24r? | AS [VS 
tat ao ts E 
24 (her) _ 2|V cher]? 

ba her © (b—her)® 


Wel <4 SAE, 
再 由 (3.47) 式 得 到 


IVs 
AS > 


<6, (3.49) 
从 Schwarz 不 等 式 ， 


+ 297 (9 _ ml Ht), 


所 以 
全- 
-sat28 2(S%—m|H}), (3.50) 
将 (3.50) 式 化 入 (3.49) 式 得 到 
了 和 av vor) Yt 


a-y (ar) (b= her) (a-r) 


Alho at oat 
pAr). + SF (S?-m/ H|) <0, (3.51) 
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容易 看 出 
Yati = Pi gts, 
|V (hor}|3 = ¢prad h, y,0,><grad h, Yaa <(sh?7) 8, 
(3.52) 
众所周知 


Hess A= (ch XF, 
Hp g # A" (-HDPHEEKE, 由 此 可 得 
A(hot) = Hess (A) {ye Yati) + <grad h, Ve Yy? 
= (ch FS + (gerad k, hasiga) = (oh FOS, (8.53) 
上 式 推导 中 已 考虑 到 Codazzi 方程 以 及 党 平均 曲率 的 条 件 。 
HM g Ricci hh RL -nH A PR, 我 们 可 以 用 
Laplace 比较 定理 , 并 得 到 
dria 2m- Lor (coth er) <2m+ 2(m—1)cr, 
(3.54) 


其 中 es THE], HEIDAR, (8.58) RAB.54) RIVA CB.51) 


A 我 们 有 


Can a) S- (Gaara) * mE! VS 


2¢m+ (m-1)er} 8r? 
ET + [gt 51) <0. (3.55) 


Bh, WERS a, b,c, A ae 时 ， 
ak + =), 
其 中 下 是 一 个 正 的 绝对 常数 ,下面 各 式 中 ,六 不 一 定 相同 ， 这 样 ， 
itm RNA 
dish FF | 


Sek (ORT) (ar 
Bii ( ch? +1) 
&—ch F 
+ m+ (m - Lyer) (a? — 77) + 87? 


ch 7 3 2 
gear E- 


tmj E| Y 


-一 一 一 
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FHA 
aish pja z 
roct -chu + mal El ) 
(5; -+1) (b-eb p)? 


MEGO Amant (ma 一 Dee ee 
(+ ch u)? 


He b= 2ch wy 可 得 

(Aish p)a+ m(ch p)a*| E ])* 
OL 
(m+ 4a? + (mm — 1) eo | 
dr hi | 
EF L, RHEI re Ble), 


站 一 Ch 他 2 ch 
Sca) = C= Tata D, ie z) < fe) 


(4(sh pja +m(sh p)o*| Al)? 
<i (i+ 2 chp)? (a —77) 


(m+ (ch wa? + (m—1) (ch ped ), (3.56) 


TD 
Rop = T/A, 这 就 得 到 了 及 要 的 估计 ， 


如 果 高 斯 象 有 界 , eG, OAR. RM EMEA A NAM 
此 = ch FY CE))。 另 一 方面 ， 从 {3.4 和 8) 式 ， 开 的 Rici 曲率 有 下 界 


~~", 因此 , 由 广义 极 值 原理 ,对 任何 e> 0, poe 于 ,总 存在 
p, 使 


十 


A(p)2A(po), lgrad Rlo<e 和 dhly<e 
但 从 人 3.53) 式 ， 
4h= (ch FS. 
这 意味 着 
inf S = 0, 
Fi 
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ma’, 
Jri 
HAAR BR, 这 迫使 互 =0。 再 代入 (3 56) 式 可 得 
16 (sh?p)a? (m+ 4) (ch pja? 
S(@) <h lave PUCETE (+2 chp) (a? -rty 
(3.57) 
EEr, G aHa o, MER Se) =0, Heo RRR. iX 
就 完成 了 定理 3.14 的 证 明 ， 


$3.5 伪 殉 氏 空 间 中 类 空子 流 形 的 高 斯 象 


设 Rote E (m n ERTER n BARRAR, M LA PRF 
度量 

d8? = (dary)? + ee + (AEn)? — (amt) — 0+ m (dlma) 

设 收 是 RT ym ie ees THI. AL, 我 们 可 以 定义 广 
义 高 斯 映照 % MG, RE ELA, Chn 相当 于 第 -类 
有 和 界 对 称 域 ， 但 是 所 有 复数 改 成 实数 ， 这 是 一 类 CQartan-Hada- 
mard 流 形 。 作 为 定理 3.14 的 推广 , 有 下 面 定理 。 

ERGI BME RTA 中 以 维 完备 具 平 行 平均 曲率 的 类 
空子 波形 。 如 果 它 的 高 斯 象 落 在 Ghe EATE Mk, M— 
定 是 RO 的 线性 子 空间 ， 

证 明 “类似 于 趣 曲 面 情形 ， 从 子 流 形 的 高 斯 方程 得 到 下 的 
Ricci HEN- Fmt] |? my FH, REAME RR 中 的 平均 


HAR. POOR Cee, ?为 调和 有 映 腿 ， 再 从 (3.39) 式 导 
至 
inf ety) =0, 
AB AR, AVE SA AEH 3.12 一 样 ,我 们 有 =O, RRAN, M 具有 非 
负 Ricci Hae, ARB IC [19] Ht BR) Gd AR FA NE A E BR RY Y 
Hes Pit ERR, BAME E 的 线性 子 空间 。 E 
我 们 来 考察 定理 3.9 在 协 欧 氏 空 闻 中 相应 的 辣 果 ， 考 ëR 
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中 的 类 空 定制 曲面。 这 时 , 它 的 高 斯 映照 下 的 银 流 形 正好 是 CEa 
即 第 四 类 有 界 对 称 域 Bw (2), 

3.6.1 G2. 的 几何 


首 沈 约定 指标 取 慎 范围 
a,b, ah, ee, 4 
ty 4; eral, 2; 8, te aa =9, 4, 


WV = A(R) 是 外 2 Ki BAA ORES, MR 中 诱导 
出 如 下 内 积 ,对 中 的 任 僻 三 个 可 分 2 Ky BAe Alu’ Av’, 

CUA D, Uf Av) = UY WD — Cuw’d> do, vd, (3.58) 
这 样 六 是 指标 为 2 RRS, EA AERO S AT AF 
基 空 间 了 ; 和 - 的 直 和 (符号 均 为 (-，+ ,+)), 设 fen es} 是 
RI 中 的 么 正 As 其 中 e; FREH, o, 是 类 时 向 量 。 那 末 ， 


[v2 E (eLA Bres A ea), ~ ,2 (erA estesA 60)s 


~ (erA eater es) (3.59) 


HRK, mV- He ER, 
ME P E Gia uF og E uvve V eM ERT TF 
确定 了 P. Pr Pt aye HP RE -1 WA 2 KRAE. 
设 
= Ubos VE Usb, 
那 末 
wA v = D Part. A oo, 
HEP Pas = tato ~ Vat, Fe Pliicker-Grassmann ÆR, HF 
对 信和 六 对 六 和 一， 
应 
Pi2D34— PisPea + Pras = O, (3.60) 
这 就 是 2 次 向 量 D PoreaA es AAA MHA. Seve] = -1 
时 ， 
-Piat pis+ piat pist ph- pi, = —1, (8.61). 
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Dia mit Yi, Pigs tet Yas Pra = 23 t Voss 
Pa HU — Yi, Pu =t: Ya, Pa = 43 ™ 23, 
那 末 
UAV = 0, (8, A Ea + Es A 64) + (C81 63+ O2A 64) 
wale A esa— 6, A Ea) + 41 (1A C2 — 3A 64) 
Yale A Ba eA Ca) + afer Aest G2 AEs), 
并 且 谷 .60) 式 和 C3.61) 式 化 为 


-wit + a= ~ Yl + Yet va, 
1 
-att rito- yi tyty = -7 


ATFOL 是 类 空 平 面 的 全 体 , 在 上 述 对 应 下 , EEV PRS 
E m>), 加 >0 的 连通 分 支 上 ， WR x h, Repi 
是 常 曲率 为 -2 的 双 曲 平面 。 反 之 ， 对 E x 囊 ; 上 的 任意 点 (21, 
Gry Py Hi, Yas Y3) (i >O, yp > 0), 按 上 述 对 应 ;可 以 得 到 双向 景 
(0); A Cg + 83A 64) + Elet A 63t EIN EN + ese, A Agm €2A Es) 
+Y Aea @3A 64) + Y2(81A 63 ~ 2A Ea) 
HYO Gt EA 63). 
它 一 定 是 可 分 的 , 即 可 守成 
-y oy a 
ACCE 4+ 1) 62 t (Ta t Y) 65 + (23 +45) C4), 
FEH 
u= (æ +41) 6, — (Ys —@3) 63 — (T: — Ye) 64 
Al O= (ey +41) 01 + (X + Yo ea + (a3 + Ya) es 
张 成 的 平面 22， 从 直接 计算 可 知 《os u) + 《os o >0, MINA RH 
u 是 类 空间 量 。 AeA 在 中 的 长 度 为 负 的 ,9 一 定 也 是 类 空 
HE, 从 而 , p? 是 类 空 平面 。 
所 以, Gi: MS} aT BP x BP, ERE, Gl, 作为 齐 次 空间 
SE ip EP x Bl? Fah cg CCR [52], 
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设 15，5 72 Ri Pts Ep eh, FOX (es, 0, 
(ERR G = Dot~ Dal, WCRI oa 由 下 列 方程 记 唯 一 确 
定 

CD, = Ops ADs 一 Diy AQ, 

d, = Oy A Oi- Oa A De (3.62) 

Don = ED gerh Osby Gan t Org = 0, 
其 中 =1, e=- 1, see Pe 

De, = 04454 一 Opeta 
De, = D364 一 srl ey 
PEx. Æ Gi 中 的 典范 度量 为 
dsk = Dhon) 
它 可 分 解 为 dsi + dsi, 其 中 
dsi = -5 [(@13 + 024)? + (@14— O:3)*], (8.63) 
和 
ds4= 5 Eois ~ O24)? + (rat an)’, (3.64) 
由 于 
DG, A 8 + GA Ge) = (Oy + Ong) (21 A Bs — Ba A Es) 
+ (oq — @y4) (By A dyt 81 A 43), 

所 以 ds? ia Gi, 在 第 一 个 因子 流 形 上 的 诱导 度量 。， 从 吾 构 方程 
(3.623 得 到 4s jj Levi-Civita 联络 形式 是 一 {@1: + @34)， 而 且 对 
应 的 高 斯 曲率 为 -2。 类 似 地 , dsi 是 Oi: 在 第 二 个 因子 上 的 诱导 
REEL, 因此, Gf, 等 距 于 Ex Hl, 
3.6.2 高 斯 映照 

wf, MR 是 定向 类 空 曲面 , AR Ry 的 局 部 么 正 标 架 场 
{Eis Gajs WE 6 MAH, ABERA Oi Oa WA, MEWS 
导 度量 为 9= Doi, M LESARAN 

dA: = Biz ADs, O17 + Oy, =O, 
LO, = in A Ops — Oia A Des, 
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1 
Dig = 0.9 — Oy, A Og = -RD As, 


由 Cartan 3] 

Dag = My sD, 
Hp hn, EME R 中 第 二 基本 形式 的 系数 。 革 的 平均 曲率 向 看 
五 定义 为 


H: x hese 
B WA ER EA 
Risa = — Crinltess — Roniitssn), (3.65) 
Ricci #h 4 
Rig = Rees = — (hanrhsis — Mirita), (3.66) 
FETR DAN M 上 有 法 联络 On, WA 
dO st = — Dar A Der + Aars 
Ü=- 1 BaO A Os 
Rts = 一 (Panilisps 一 heesiside (3.87) 
Pees 的 共 变 导数 定义 为 


hms = Gh + RaO + gee — Orie, 
Be, Ratan = hsrt 所 以 Raise 英子 ty J, k 全 对 称 。 如 果 
DH = 可 天 15 =O, (3.68) 


BA, MARTE HARM AS AE, 
Gi, 关于 dsi 的 Levi-Civita 联络 为 
O tany (0) = Darig — Og sOery (2.69) 
RUT 3.5) A, RNA 
Pay = Fy Os, (3.70) 
从 (3.68) 式 和 (3.70) 式 ， 即 知 yA AS ORR EM 
其 平行 平均 曲率 (平行 第 二 基本 形式 ). 
设 rt Gi Ee 是 到 第 一 个 因子 的 投影 ，rs* 则 到 第 二 因子 的 
投影 。 定 义 凤 = fiey。 从 人 .63) 式 和 (3.69) 式 得 到 
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|" (Oig +024) = (fai + gat) 1 + Chais + goa Os 
P(O- @14) = (Aan 一 Aa) ©) + (Aggy 一 a2s) Oo, 


(3.71) 
WAC LS DA) 
441 = 2 Chan thy), Qi. = ENON + feya) 
E o (3.72) 
grl = ve Cay 一 hazi)» Ga = v (Apa — Ages), 
+ H. 
L.. y 
Bis -2 (Bani + geass F112 一 ~ (Aarre + Bare)» 
_ > 
Gi: = 2 (Agiat + R221), Giz = ža 2 (Ra122 + igna) $ 
O24, = ve (Aani — aes 212 = ae 2 Cha- Paria) s 
=v? hoy =! 2 } 
Gozl = 3 2 4221 Saal) Gaag = Caran — Asean), 
HEE DL, Yi EARP 是 
H+ Hoa=0, Hiu 再 33 =0, (3.73) 


Hp A. JE DA 的 分 量 。 类 似 地 ,ys 调和 的 条 件 为 
His- Hi=0, Hus+ Ha=0, 

不 难 验 证 , 这 些 条 件 和 宗 架 选取 无 关 。 

命题 3.16 如果 开 是 Ri 中 具 平 行 平均 曲率 的 类 空 曲 面 ， 则 
yi 和 Ys SAE Da AT HR 

8.6.38 平行 平均 曲率 类 空 曲 夯 的 高 斯 象 

定理 3.170 ”1 EM sey Riemann 流 形 , 它 的 Ricci 曲率 
k-c(L+ rilog(r+2)) 为 下 界 ， 其 中 y 是 从 固定 点 woE © ATER 
Oe, Be 吾 * 是 双 间 空间 豆 " 中 的 了 维 完备 全 测 地 子 流 形 ,， k= 
G,1,--,n-l(44=0h, G4 E 中 的 一 个 国定 点 各 € BM), 
设 BHE) € Hj: BY RERA RR GR. WES, Ma 
Ba EM HE Be Pe eD ve AR A, 那 末 ,或 者 inf e(f) =0, 
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或 者 f(M) E E, Hild, RS, M>An(2) BAAR, f= 
Xiof (= I 2), 假设 CM) CACM) (h=0,1), BR, 或 者 
inf e(f:)=0, 或 者 fC) CB, 

征明 A= OTP RF pA me Be RRAN. 


灵 所 周知 
Hess(F) =coth f(g ~ dF dr), 


其 中 了 是 A 中 的 度量 张 量 。 因 此 ， 
Hess (cosh F) = (cosh 7) g, 
从 复合 公式 {1.64) 
4 (cosh Fe f) = Hess(cosh $F) (Ff ,er Fes) 
+ d(cosh F) (r(f)) = cosh FLF er Fat? 
=2(cosh pelf). (3.74) 
由 于 FAD CBAyo), coshFof 以 cosh RAER, 根据 定理 
3.6, 对 任何 >0, FEAF] ax, 4E 4(coshfof)<e, RRA 
inf e( f} =9, 
3 k> 0 Ri, RF eh HEM ARR, BAK Fe PME 
以 吾 为 上 办 的 光滑 函数 ， 由 定理 3.6， 存 在 点 列 o 满足 定理 的 要 
RK. Ha ERMA EPR, MH 
A(Fof) =Hess(7)(fy¢1, fae + F(t (f)) 
= Hess(7) (Jutis Jati). (3.75) 
KILO FR, RH), 使 fe, FTF Ge, fate 
(PN; APN; 是 距离 Arh Ee 的 等 参 超 曲面 .7 的 主 
曲率 是 -tanh 了 和 ~coth 7( 当 n=2 时 ,曲率 为 -tanh 7), MW(3.75) 
式 知 | 
A(Fof)(s,) = tanh Ff gtis Jabi lags (3.76) 
当 k> ht}, fof BPE RM EWR, |Y7Fof | T 0, 因而 
CF Pian Fler = (Fates Se) S atis -3 > 
=V (FoF), 8i V (Fof), Cia? 
<q |W (Fef) <e, (8.77) 
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将 (3.77) 式 代入 (3.76) 式 ,对 充分 大 的 下 我 们 有 
A(Fof) (eu) = [sup(tan hF) -ej (2e(f)-e#), (3.78) 

由 此 可 见 , 如 果 inf e(f) = c> 0, R 必须 为 0。 这 就 完成 了 定理 的 
证 明 ， E 

定理 3.18030 GME R Pea EREET E i f R 
的 类 空 曲面 。 那 末 , 它 在 My 的 象 都 不 可 能 有 界 ; 如 果 在 ?1( 或 
y) 下 的 象 落 在 吾 ! 在 He 的 管状 邻 域 ， 那 么 于 或 者 是 某 闵 可 去 斯 
基 空 间 RECREATE eR, 或 者 是 二 个 双 昌 线 的 
乘积 Bl x A, 

证 明 HMR R 的 局 部 么 正 标 架 场 {et，e， Me. MATA 


切 ,而 6, 为 单位 平均 出 率 向 量 pj 由于 6, 在 法 从 中 平行 ， 


Ou =0, 
因此 Asis 和 Ags, 可 同时 允 角 化 。 取 e di es(p) 为 pe MANE 
向 时 , 那么 在 2 点 有 
_ je 
ay = ve Aa, Œ= > Ran 
/也 o (3.79) 
ay =," any Za = -> fazas 
并 且 
eY) = 4 (Ahar + Ahas + Ain + Aien) = Fe). 
WROD t EP tAm Wika 3.16 和 定理 3.17， 必 定 有 
infe(yD)=0， 有 从 而 infe(y)=0。 RS EMER 中 第 二 基本 形 
长 度 平方 ， 那 末 ，inf S=0, 这 和 | H|? = consts0 FH, BELL 
?7 不 可 能 有 界 。 l 
rc), 并 且 由 于 infe(vi)+0, MEM 3.17 
A vi(M) CH, AHE rank y, <2, det (4g11) =0， 即 对 的 高 斯 曲 
2% = 0, 


BE A pe 下 BPI eR eR, 使 ds*=dui+ dul, iE 
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A AP AMI EA, BR p ARERR RR 


WRK 12 = 0, 

HE Z= Uy + tty 

H, =F (hon — ftna) — tia, 
那 末 , 考虑 到 几 具 平行 平均 曲率 
dA, Ade = (H 9+4H,:)0,Aa,—0, 

因此 五 ,为 全 纯 函 数 ， 并 且 当 = emeen, A, eRe ?五 。。 

(1) 如 果 H20, BRR, fa = Aue = 0 并 且 

d (a, Aég Ata) = — Orba Eg A Ca — Oall A CaA gÙ, 
BELL, MENEE RCR 中 的 类 空 常平 均 曲 率 曲面 ， 它 的 高 斯 旬 
在 至 ! 上 。 国 此 ， 一 定 有 一 个 主 昌 率 为 0， Ma — EH AMA 
2H]. ER pein eH, CRT M, 联络 形式 为 


0 0 -28 
| 0 0 0 } (3.80) 


2H] 0 0 
在 Ri p, Xf o> 0, 定义 
A'e) = { a-y 一 o>01. 
了 到 6 为 它 的 单位 切 向 ， 旬 为 它 的 单位 法 向 ， IR: m=eX, 其 中 
X=(4, VAWE. BR 
dX =e, 
fdn, €> =A, eb = ca, 
IA, Ri 中 的 联络 形式 限制 于 A- RA 


0 -c0 23.81 
- > (3-81) 


AG-8RMO SDA, 根据 Frobenius 定理 ， 按 标准 的 论证 办 
法 可 知 ， 至 多 相差 R 中 的 一 个 运动 , ME BY -2) 8) xR GH 
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子 流 形 。 再 几 间 的 完备 性 , EDC ER, 
(2) Æ Hy+0, + 
H, _ sity 
Hy, JH?’ 
而 
Im(H3H,) = 5 Chavoha ~ Barst + fargan — Asihan) = 0, 


EPS BS ANP, RR- go AXES BEY 线 函 
数 , 只 可 能 是 常数 为 并 且 是 于 上 整体 定义 的 常数 。 我 们 有 
Hs= EH,, 
|Hs]*+ 1Hd:= | 总 1?+ 下 = 五 | 
所 以 ， 


1 
||? => py | HI? 


1 
为 常数 ,又 考虑 到 Oy FERRET eK, A, R.A 
Age = haa (p) =O, 


并 且 
ic 人 ° \ (8.82) 
0 -c|#H| 
E Eo =r BEA hutha ~2| HI, 
{C+ he) | H| 0 
ol 0 a-mi) ee) 
因此 ,在 ?1 作用 下 有 
JT (ke +1)|/H | -e| Hj 
Caa) = ‘ 
cE] (ke -1) | 


Ay det(a,.,) =O, FFE O tË 
(aoa) -| 五 | ) 
os +sinð =0 


| cH] (ke-1)!H]| 
作法 从 中 的 旋转 
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83 j= cos @ sind 6x 
& / \-siné cos@ /\ e," 

, 0 0 n A, 0 

904 一 0 H, + did — 0 0 和 


dBA 64) 一 一 六 siD189 A Og + Aant A 62 = 0, 

A( 6, A 63) = 一 此 ts 外 264 A €s + A392 A 01 = 9, 
这 说 明 el 6 张 成 固定 平面 ，64， 3 也 张 成 固定 平面 ， 并且， 在 
Ri 中 存在 标 架 场 , 它 限制 于 形 时 , 联络 形式 为 


WR 


并 且 


0 D 0 — Aa, 
0 0 - Hf ye, 0 
= 3.384 
(Qa) 0 Hews 0 0 ` ( ) 
Hip D 0 0 
因此 , MERT E-H) xE- H). | 


注 定理 8.18 可 以 夏 成 定理 3.9 CORK 2 eS H Y i 
He 


第 4 革 


调和 映照 和 全 纯 映 照 


AARRE- TERESENSE SAAE, Ri 
eT BA A Satine HR E — RA AR, SE BA — e ABR 
的 全 纯 性 定理 。 


$4.1 部 分 能 量 


MAN BGS HIB, J OM! FE ee ey, 那么 , MA 
访 的 切 宜 间 的 复 化 空间 按 洛 的 特征 空间 可 分 解 为 
f T ME = LALO T NY, 
TNC -TMINGT NG, 
ef, MN FECTS RR, PAT A eS 
af, TMT NVC, 
Bf, TM" TN, 
êf, TTN", 
Of, TM» TNO, 
使 得 
df lr Of + Of, 
df lrum = Of +f, 
不 难 验证 OF = Of, ef =f, 
4 XeETM, PAX’ =X-iIXETM, 
X"=X+iIXETM™, 
ef(X') =f, X -åf IX [rare 
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SFX -if X-i, X -IF IX), 
af(X’) = FF eX tf IX +I FX +I FIX), 


设 FMN BOG, MRSS e BAL RASHRMR 
a; WR fadd Sa AT RAA SRR, 

Ait, 从 上 面 计算 可 见 ，y WE BRA OF =O, 
了 为 反 全 纯 映 照 的 充 要 条 件 是 87=0. 

进而 , RMA RAKE, RT RMA SEK 


Bley, Tey), 由 此 可 得 全 线 标 架 场 sf =," (04 Wer) 以 及 反 全 
纯 标 架 场 5 = >52 (ev+ iJe), KE RDA 


JEF |? = <@f (ey), OF (ED? 
={5 (Fey — dd F 29), 5 abs iN f uss) \ 
= 4 lfyor -ifyo -iJ fpe- I fabs, 
fest tf, Je, + il’ er— Jd’ fades) 
-3 (Suss fut + fades, fude 
+R Fedo, wy ery)， 


同样 可 得 
OF =F Cheer Red + Sales, fadei) 
= 26 F Fes, J’ 6)., 
因此 , 我 们 得 到 


o(f) = jaf + [OF |? (4.1) 
RMF = E(f), OF t= 0 (AHI RER R, MRM 
RK, 

ESY =f el, EP) =| P, 
从 而 有 


¥8 Ba ARABS ARM 


ECS) = Ef) + ECP). (4.2) 
BR, BEA) =O nt, f SSRI, BECP) =0 时，f BRS 
Zui JER BR 


$4.2 全 纯 映 照 的 调和 性 


命题 4.1 wf, MN Æ Kabler 流 形 间 的 全 纯 5 反 全 纯 ) 融 
照 , 那么 了 一 定 是 调和 映照 : 
证 明 设 B(f) 是 站 的 第 二 基本 型 式 ,， 它 是 了 -ZW (his TM 
上 的 对 称 二 次 型 , 首先 
Bay (Ff) = Vrf od —f Vat Y 
= Vg fF — fi JV 
= Vx Sat 一 了 JJ 
= £ Ngat -df VYxY) 
= Jd’ By,y (F), 
A Bry (ARE, Birr f) = £4’ Barf), RMB REX 
IRR {e Jes}, WE, 了 的 张力 场 为 
ECP) = Bi t Besses = -Benat Boyes =O p 
Brel, 了 是 调和 映照 ，。 
事实 上 ， 我 们 可 以 进 一 部 证 明 金 纯 映 屠 在 它 所 在 的 映照 同 伦 
类 中 取 到 能 重 的 绝对 极 小 值 ， | 
设 o" AI o" 分别 是 Kibler iB MAN Kj Kabler 形式 。 考 
虑 
K(f) SENS) -EFJ =| Siler, Tfee ul, 
(4.3) 
Kh es, ve 是 厄 米 标 架 场 。 由 于 
© (Es, ¢,) = <d; e;>=0, 
a(Je,, Je,)= — lei, Je, =0, 
a(e,, Jez) = Cde, Jes = Oi, 
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<f*a*, oy = f*o" (e, EJM (Ei, 8s) 
+ Frat (le, Je jot (e,, Je;) 
+ fta (fe, deal Je Jes) 
= Cf fates Guy 
= JI PTT ELDI 
代入 (4.3) 式 得 到 
K(f)={ fa", oyal, (4.4) 


Lichnerowioz 证 明了 K(f) BARBER, g ENE 
Kabler WH, o 为 闭 形 式 。 设 fe Mx [0, 1] +N 是 单数 映照 


族 , KAS Sro" 是 一 个 正 合 形式 , 即 存 在 9:， 使 
d a.,0 ~， 
ari ao” = dé, 
HRLGN LW PBs o, Hos ft, MA, MX, om, 


X ETM, 满足 Y。 互 ;|。= 0, 我 们 有 
d(fti(v)a)(Xy, =, Xo) 
= (- DVn ffia (Xn +, Lay i Xo) 
= (2DAY AnA, fe e, rey ts fg) 
= (IHV iy, 9) Cv, FX, rts ru py e'a Jiko) 
+ (DOV aD, fes Ts ory Fe, s JoXa) 
+E- Dow, FeeX as ey Vagus Xe s 


A an 
Sri, s Soa) 
= —da(t, fX i ts Jins s FX 9) 
+ V0) aX n y fX) 
+a SAt, ts Wests s feta) 
+ (1) ote, FeZ is y Lf ps fX 1], 


ant 
1a frr ys Ta fer Xo) 
= (V0) (fiw 1 very Fix Xy) 


100 Rie FMR ae 
ur 
+ aC fiaX 1, nes VitieX xy "tts ft) 
= VOC. X 1, tary FinX yg) =VifRa( xX 1, wets Xp) 
= {Y a dro (4, e, Ser 


这 样 ,我们 得 到 
-fron = diy (4.5) 


其 中 B, = fF4 (fe $-)o. 从 而 得 到 
d a * 
gr EU) = -人 | (ste, otal 
= / a +a \ 
=| (fo > o) 1 
=f ee， of) «l= | <0, do!) at 
可 | 
= f <0, — xdaa) «1 
w 


7 JR xd(a¥)*) #1 = 0, (4.8) 


3 FA 4 PR eA TK. 

ERA RMAN Re Kabler 流 形 ， 开 是 紧 致 无 边 的 ， 
那么 全 纯 ( 反 全 纯 ) 上 映照 PS, MN 是 达到 它 同 伦 类 中 能 量 极 小 的 
调和 映照 。 

证 明 Sf Soh, BA BCP) =0。 HS, Mx [G, 1] 
+N, 并 且 fo=f, Ma, | | 

E(f) = BY fo) +E” (fo) = 4 (Fa) -Ei fa) 
=K( fy) = EF) SECS). 
对 反 全 纯情 形 也 可 同样 证 明 ， 

推论 4.3 RMAN R E, fo, MN BESO, fi, MN 
JERE HRA, WA fo 和 访 不 可 能 同 伦 ， 除 非 它们 均 为 常 值 映 
FR. 

事实 上 , 如果 为 通 过 SMF fe BA 

EX fo} = BY fg) + E” (fo) = EA fo) E" Cfo) =E (fe) 
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=K{ f) = Efi) -B" (fi) = -E (fs) ECF) 
=- E(f), 
这 就 导 至 AC fo) =E) =9, 
又 由 于 (4.6) 式 ， 


d warps @ wy ṣi g 
a PGD =- PO) = -i BO. 


因此 , REET A Aoa A A oy AEE lth A E E 
上 面 的 定理 说 明 全 纯 映 照 的 指标 数 为 零 ， 再 来 看 它 的 零 北 
EH 4.405 ef, MN Æ Kabler 流 形 间 的 全 纯 映 照 , AB 
4 seEVr(frrNn) 是 Jacobi BERERE S 为 全 纯 截 面 。 
证 明 从 略 ， 有 兴趣 的 读者 请 查阅 上 述 文 献 。 


($4.3 调和 映照 的 全 纯 性 


研究 调和 跤 照 在 什么 条 件 下 成 为 全 纯 映 照 是 研究 复 流 形 间 调 
和 和 呐 照 的 重要 课题 ， 

BAS, BAT IE Pe LBP Rm A. 

1, Soha ths, MXM LIER AAt, OX 是 
与 它 正 交 的 单位 向 量 。 由 节 和 J 也 张 成 平面 的 截 曲 率 称 为 全 比 茂 
曲率 。 记 为 

AR(X)=<(R(X, JX) X, JX) = — (REE, £)£, &, 
gop enV (X -iJX)ETM", pz, X =X (+B, 83 
X =real &, 

2. ZARRA, HIMYM ERAN WAARA E, 那 
4, Fz bhi SR hE ML 

BHR(X, YY =<R(X, JXJY, IY) 
=~ <R(E,E)y, ñ), 


Ropi- 6X), ne (PY) AR EA 
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全 纯 向 量 场 。 从 Bianchi H SRUR a TE CB, Œ 
行 ) 得 到 
BAR(X, VY) = -(ROX, YOY, FX) 
—(#(X, JY) X, Y) = (ROX, Y)X, YY 
(R(X, JY OX, IY), 
EAR TRE HEZA, 
在 复 儿 何 的 研究 中 有 一 个 重要 的 Frankel 猜想 (1961) 任何 
紧 臻 具 正 全 纯 双 截 曲 率 的 Kabler 流 形 一 定 和 复 射 影 空间 CP" 全 
纯 等 价 。 这 个 猜想 在 1979 年 首先 被 日 本 数学 家 Mori 用 代数 几 
何方 法 加 以 证 明 。 后 来 ， 它 又 被 各 成 栖 和 薯 荫 党 用 微分 几何 方法 
证 明了 。 其 中 的 关键 就 是 下 列 稳定 调和 了 肌 照 的 全 纯 性 定理 。 
ERAST EN BIE SE Æ y Kabler HIB, H 
A, AAR Si SN — ee a M Ak R, 
证 明 Rve@=igradh, A= Fla, FER ENR HER 
数 } , 那么 , 我 们 有 
yv= -AX 
[Wen =v, 
RIF VET(FITN), RPI MA MAS AN Ew A 
We. ith 
-Y f os ~ Vie in t Sut 
= -Jė (Vf jo + 2(V af) (Va) + fa VO) (4.7) 
HT fA R, 4(df)=0, 3 HM Weitzenbéck 公式 
(1.46), 
~ (VIG F)0= BY (futis Fu?) fue- fuRic(y) 
=R" (Julis fad) fei— fats 
(V.4f) (V,,0) = -A(n df) =0, 
KEIRA OA, 得 到 
-VEP fv = IRN Fee, Fa Sn 
代入 第 二 变 分 公式 (Il,67)， 并 且 取 el =0, eg=JSe, 我 们 有 
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I fuo, Ifun) = | IR Fae, Fao) fat 
+ JRA (Fi Je, fv) f Je-R (fF e, IF pt) Fae 
— RNC Je, Ifo) F Fe), If, vp xl, 
因此 ， 
traceI=[ (2K (fue, fuTe) -2K(f,0, J’f,Je) 
-K (Fp, I’ fue) — K(f Je, J’ f,Je)j«1, 
(4.8) 
其 中 对 X, YETN, i E(X, Y)=(R"(X, Y)X, Y>, 
另 一 方面 , HRS A 
CRF Se - SF 6, df dr Fee F Set IF se)， 
(Jf, Je — f,e)> -K(f Je, J'f Je) 
-R (f dey J’ f Jel fie, f8) 
—-4K (fe, f,Je)+K(f,e, J’Ff,¢), (4.9) 
%M Bianchi 恒等式 , 4 
CRY (fF, Je, IF Je) T fie, fat) 
= -K(f fate) ~ KF ye, JF J 8), 
将 它 代 入 (4.9) 式 ,得 
CRY F Se -V fie, If Je+ fo (tf der f,e), 
(MF, Se — fae) = -2K (fe, fie) 
+2B (fe, J’ f,Jey+ K(f, Je, Jf Je) 
+E (fie, J’ F,€), (4.10) 
从 (人民 .8) 式 和 (40) 式 得 到 稳定 人 性 条 忻 为 
| BIS ude- I fue, VF T0+ fae) Fadet Sne), 
(Jf, Je- f,e))«1<0, (4.11) 
如 果 了 既 非 全 纯 也 非 反 全 纯 , 那么 
e(fy= lef? 和 er(f)= lef]? 
RAMUS A, 因而 有 限 , 设 竺 点 前 集合 为 OL Br, H S2\0 中 
WEM Sade- V fe M Fadet I fie 非 零 ,而 由 它们 张 咸 的 


104 BAR WRN Ss a 
ZARRA RATE. im 
| RF Je -I Fue, If Jet fue) Fler I,e), 
(ViJe Pa))el> aJe Seol? fT 
+d f,¢|*BARCX, Yj«1>0, 


其 中 工 = (f,Je-I'F,e)/|F,Se-I'fye|, 
了 了 = (fadat Ip faet fael, 
这 和 (4.11) 式 相 矛 盾 。 B 


ARAW E ERA Riemann M, 情况 更 为 复杂 ， 但 仍 
有 一 些 著 果 。 设 E-M 是 Kéhler WEN LNJEKA BA, o€ 
SPUR EEK, DBR. 我 们 有 微分 算 子 
@, of (BY og? (BY, OM, g Ea ?1 EB), 
a. I» of PIAL EY, B*, of Iw og Pah BY 
对 召 值 (2，9) 形 可 定义 复 Laplace 算 子 4°(4°), reog 如 
F: B 7 
Ao = 88" 4+ 0*0, AC = HO" + DD, 
WF o€ ker(4°), MA off O- 调和 形式 ; 同样, AI-E 
式 ， 不 难说 明 , 24 f ALVA AUBR RM, OF 是 3- 调和 形式 ,5j 是 与 ~ 
调和 形式 。 还 有 下 列 重要 的 Weitzenböck 公式 
drm@= —V,V.,0+ Ela), 
dco = —V,V7,04+8'(a), 
FP ocam, 3 A | 
S(@)(X1, +, Xe; Fi, e, Fa) 
= (-1)*(#EE,, X5)@) 
CEs Mi, ore, Xe, s Xe: Pi, oy Ka), 
SCO) (Xi, +, Xp Yis ++, Ya) 
=(-1)"(R(e, Y,)o) pi 
l “CX, "tt X p Eis Fi, nta Yy, ry FY) 
其 中 Xi, “"s X,€T(PM'4), Y, t.a Y,Er(?M*"'), 据 此 ， 
-可 以 计算 部 分 能 量 赣 度 的 Laplacian。 设 了 是 区 tihlier W E Maj 
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N these ROR M, 那么 ， 
Baer = DIVAS + DVS 


-LR fabis Jue) Sao Fees 
+ (RF Ess fE fh Es, Fetes? + CF Rd Bi Sates 
1 


y det = D| Veð]? + Ve EF |? 
4 i 


-ALR fpi fuEs) S kE ThE 

+R F gtis fut) Sk fats 

— ¢f,Rick®s, faes 
其 中 Rice, = Re, &)@,, fees JAE 分 别家 示 Tet MG, 0) 4} 
ELRO, lar. 

OBA Riemann 面 , 它 的 高 斯 曲率 为 KE， 而 驴 为 具 Fubini- 

Study 度量 的 复 射影 空间 ， 它 的 全 纯 截 山 率 为 T。 A AY R 
张 量 有 表达 式 


(ROX, ZIP’, Y”) = 一 E (CRY, XY”, Y”) 
+ OX", "CX", Y”), 
其 中 X, Yhd, 0) Mae, Wx", YAO, DMA, X 
Pe 我 们 有 
二 set = [Vf +; eCe" ~ 20 +2K) 


+ efre, fhe | (4.12) 


t Aef = V.aF 5 ev(el—2e" 42K) 
Fats Fler |? (4.18) 


定理 4.6020 Pe MESSER Riemann 面 ， 它 的 高 斯 昌 率 羽 
有 下 界 , CP" 是 具 Fabini-Study 度量 的 复 身 影 空 间 , f, MCP 
为 调和 了 映照。 如 时 a, 


104 Same TRS 
Ly 
e"<K 4 — eÂ, 


2 
MA, f Jka UPR 如果 


和 < 下 + eo" 一 中 


MA, 了 HRS, 其 中 日 为 任 一 正 带 数 。 
证 明 SME O Bu, tgu) Buh CO He, Wik 
9 <0, 9g30， 这 样 的 函数 是 存在 的 ,如 取 


1 
其 中 局 是 正常 数 ， 
Ag(u) =g" (grad ul?+ g'4u = Sre grad gjit g/ du, 
(4.14) 
现在 对 ape 应 用 广义 极 值 原理 ( 见 定理 3. :6),， 凤 对 任何 
e>0, ZEN PRE- A eel, HERR 
At. ~ 
|e wv Iryl < ‘ G =)> Ps 
已 及 
J cinf tt +e 
set Yert+o , 
BE MTA. mane 得 
1 2 
-e< å | 一 一 a T1292 er T+ | grad -7 Tete 
一 y Ae 12e" tC e? -—ti Ae" 
2(6"+C)2 2(e" +C)2 
: (4.15) 


了 从 (4.13) 式 我 们 有 
t >z e"(e-2e" 12K), 


a, <i2e7+¢e (inf — + e). (4.18) 


VOET 
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当 s->0 时 ， 


vere ate 

从 而 e”—>sup er。 这 样 , (4.16) 式 导致 sap er <0, 而 er<0 是 不 
可 能 的 ,所 以 6”=0, f BERRI, SiN, FAR (4.12) Raye 
ye <K+ 5 -6 时 ,下 为 反 全 纯 映 着 ， 

应 用 截断 函数 作 积 分 估计 可 议 证 明 下 面 的 定理 ， 

em 4.70 设计 是 完备 的 Riemann 面 , EHR ERA 
K, GP 是 全 纯 截 曲率 为 1 的 复 射 影 空间 ，f 届 一 CD? HAAR 
照 。 如 果 

1) e” <K+5 (3 ef K+ Jer), 

2) 存在 一 所 PE M, 使 

| exl = Of 再 2) (或 | ewl = o(R?)), 

其 中 Br ÆRA p APLR BFS MEER, 那么 f Eea 


(BR 4 BERR E). 


证 明 ”首先 由 Schwartz 不 等 式 
VorV en <e" |V,af |4, (4.17) 


再 由 (4.13) 式 ,对 任何 C>0 可 得 
t Ave®+C 20, 
设 1 是 W 上 具 紧 至 支撑 的 函数 , 那么 由 Green 定理 ,得 
O< j KAGETE ere Out 


=-2 | NV Er IOV NY, vo +0 wl 
Mf 


-| aIv Vertot, (4.18) 


对 poe M, 设 Bh 和 Bzp 分 别 为 以 2 AP DRAM 2R 为 半径 的 测 
HER. FR a 
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1, 在 Br 中 ， 


np) ~ {0 在 Bow ah, 


H jy 可 eS, 为 常数 。 这 祥 ，(4.18) 趟 化 为 
0<2V|， Ivv IV TON el oye Yl (640) iVnl nl 


-fy wR | V/e" +E] tat — | [V /e7+C] «1, 
所 以 


fp V veroa], Ce” eC) [Val tad 
He . Bye BH 


<<, i= (e7 4C)al, 


类 似 于 定理 1.13 WEH R g e” = const, HALA (4.19) Aa E 
到 定理 的 条 件 就 推出 ee” = 0, 即 了 为 多 纯 映 照 ! 类 似 可 证 了 在 另 
一 条 件 下 为 反 全 纯 有 映照 。 

调和 喘 照 的 爹 纯 人 性 的 另 一 重要 应 用 是 证 明 强 刚性 定理 。 人 在 
1960 年 Calabi- Vesentinmit 证 明了 有 界 对 称 域 的 紧 致 商 不 允许 
AEF AIC DERE, Æ 1970 年 Mostow" 发 现 了 强 刚 tE, 
他 证 明了 具有 非 正 截 曲 率 的 紧 致 的 局 部 对 称 Riemann 流 形 的 基 
本 群 往往 可 确定 流 形 直 到 等 忠 ， 上 丘成桐 猜想 这 个 强 刚性 现 但 对 复 
维 数 大 于 等 于 2 的 具 负 截 曲 率 的 紧 致 人 ihjer 流 形 也 成 立 。 后 米 ， 
RA Ee PEO fh i RE RE PERN RA EEL, STR REP Ue 
ABR BR YS SPE 

为 此 , 我 们 首先 介绍 强 负 曲率 的 定义 。 

利用 曲率 张 量 , 我 们 来 定义 一 个 厄 米 形式 

8, (TM AT MQM QT Mot) +O 
如 下 : 对 任何 A, B,C, DeTM™, 
Q(AQB, COD) = ~ <R*(A, C)D, By}, 
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MH, RNELTSANRRAR, CTR EKBR OS k 
表示 。 对 任何 4, BETA, ph realA 和 TealB RRMSAME 
曲率 为 
AQE) = LADE, AQË) 
= —<(R¥CA, A)B, B), 
WE, 对 AOB-C9D+0, 
G(AQB-C@D) = RA, BDA, By 
+ (RY), OD, O + (RICA, B)D, C> 
+ (R“(B, A)C, Dy <0( <0). (4.19) 
那么 ， 渡 带 称 为 强 负 (站 页 ) 曲率 的 。 它 是 比 负 截面 曲率 的 条 件 更 
a, Mak, OA, Pe TM, iE- X iJ, n= V+ iV 是 
分 别 由 X, Y 所 生成 的 (0, D-2, 那么 
(RU(X, Y)X, Yy = .1 (RE, 08, D 
+ IRCE, aE, a> + <BM(E, BE, A>). (4.20) 
RUBE (4.19) tH > 
A=E£=D, B=n=C, 
BBA, HF PAB (4. 20)sR, PRAT HY LS BS hy A BP a HR, 
am 2 $j hy 5 2A PE SE TE 
H sty By 同上 , @! 是 8 NTA, XY Kahler 流 形 间 的 
RARA fi M+N, a3 a 1, D-E 
D= fae fan A (4.21) 
我 们 有 i 
Om =O* AV. (CE SpE Aat), 
以 及 
do = @ AV Br AV (See aED 人 中 条)。 
如 果 si 是 关于 某 点 2 的 法 标 架 场 , 那么 
B00 =a ADV Ve (fie, Fh)S! Aa) 
= VeVi aes, JaN ADAD Aa 
+ CF fe, FRE OAD AY, Vio Aat 


110 Bi FARRASER 
+ (fhe, fet pa ADAG AY, Vio 
= (LV. Van fein FRED + CVE FRc Vaf eE 
+ {Vo Fees Vind ees? 
HESE Eis Ve Vif Rip oO AGA Aa 
+ (fhe, LED ADAV, Vap Ao 
+ Cf aes Jaano AOAO N. Nna, (4.22) 
注意 到 
Va VO (Es) =V, (Vi) E) — (V5, (CV, Es) 
= -ÖV V a Es); 
EH 
Ve, Ve,0 = - O° (V.,V5,F,) 0", (4.23) 
R pik, 
V.,Vs,0° = VN VE Eo (4.24) 
#5 (4. 23) HAN (4.24) RCA (4. 22) ABST 
O00 = (CV, Va Fes Feb + Va tae: Ve fyi 
HV. SRE: Vandat + Cf Es Ve Vial een 
— Fee FeV Vests? 
= Fae Vesti, Fat GAG AB Aa, (4.25) 
77 HB 2 
Vi, Fees = (Yn) E, 
EXT k, j ÆR, TO AB AG Ao 关于 如 了 是 反 称 的 。 
从 而 (4.25) 式 右边 的 第 三 项 为 零 ; 并 且 
Cf he Ve Viet ats? — Sines FhYe Vint 
= (fhe, Ve VO FS) E + Ve OF (Van E) ~ OF (ViVi, s)> 
=< fhe, Va (Vind SEs» 
EXT k, FBP, BTL, {4.25) 式 右边 的 第 四 、 第 五 项 也 为 
零 。 又 考虑 到 
(We Vig tales JAEn ~ fm(Ve VoBr), nE 
= (Vp Vn ea + Ve OF N irr) HOS V N nEs aE 
={(R(er, Fy )OF ect (Vi V Pf) fh Fs 
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= KRY CF Bs Fag bad fem Fea (en, Ender 
VE (Va PSE Sete, 
(4.25) AAA 
B00m = (CRY (Far, fy ER)f UE fat 
~ FUR" (61, Exdes Pub D 
HLV CV OF es Fate 
十 《Wi Fits, Ve fue) AD AB AO, (4.26) 
Xf Kahler 流 JE M, A¥(e,,&)8,=0, Bin B“ (Er, tes RF 
六 了 是 对 称 的 , (和.26) 式 右 端 的 第 三 项 关于 1, 也 对 称 ， 它 们 在 
《4.26) 式 中 消失 。 辐 样 道 理 (4.26) 式 中 的 第 一 项 变 成 
IRI fea FHT FEB， faEsy. 
最 后 , 我 们 得 到 Bochner 型 公式 如 下 ， 
220 = (Vif aE Vef rE 
+ RY FRE TE Satis TEMA AD AD Aa, 
(4.27) 
EIB FE (4. 27) sh SRA A A Ek, 
命题 4.8 RM, NAMELY m, a fy RR Kabler ği 
Hf, M-N BAAR. SRN REA. BA, A 
txt, jan, 
-RY (Cf Res Fee) SR ess Fete 
+ OB Cf RE Fee SRE Tan 
一 《 PRES Seto fete Fut ad 
| + CR CFREs Sets) SRE fae =0, 
证 明 设 品 =? 六 各: AG’ EM Kahler BA, 那么 
Crpp Agan-) = dia A Q*-? = 880 A A-3, (4.28) 
另 一 方面 , 由 调和 性 条 件 ， 
(Vatn Vie Set not Am AB’ Aa AQ"? 
= Vie, fhe, Vi, fet OF AD AG At AQ? 
+ {Vi fhe, Vof Ena AB AG Aa Aa? 
= #*-2(m—2)1(V5, En Via fh rel, (4.29) 


i112 BAe ARAN CARR 


Hf A. 
CB" Ren FEEDS FTO OAG AD AB ADM 
= irin D) (CBF yee, FEEDS Es: faery AD AD Aa! 
+ CRN Foes, FRED SRE Jho eo! AD’ AD Ao! 
+ CBN CFG TRENT AE Tan AD AD AG! 
+BY uE Feed Ser, Japa ABAD’ Aat) 
SOAADA ABAD A ABAD A+ AO Aa 


i 
= 站 2 和 一 全 RY Fes, FhEY) Tnes, Fak? 
+ CR Cf gE SRE Fatty fms? 
— RC fe, FRE Fhe Fated 
+ LRI Far FEE) Fees FRE el 
=O" Hn 2) LRS E Fel Tee, LaF? 
-RY (hEr Fee Fabs Seto 
+ CEN fae, Fee Fh tay FEO 
— CANCE Seta Faby FGFS al 
= iri m 2) y (CBRN Fhe, Fe!) feiss fh O 
+ RMFREs Fee Fees, Fee 
+ RN S mets Fee fnEs, fete 
+ RNP RE, Fee aE JED), (4.30) 
Bh (4. 279 Ry (4.28) KR, (4.28) RK, (4.30), Stokes 公式 以 
太 晶 标 流 形 的 强人 久 曲 率 的 假定 , 立即 得 到 命题 的 证 明 ， 
引 理 4.9 设 丰 是 复 维 数 为 呈 的 复 向 量 空间 ， 了 分 EVEEN 
基 子 空间 ， 它 的 实 维 数 小 于 等 于 26-24, RHE ERAAN 
的 集合 , 而 了 是 吕 中 基 (el，…，4sn) 的 子 集 , EMR Lsi 
han, WE 


(Soe, =e 
BD FE i RH. 


3138 4.10 Wf, MN & Kabler HVA BARB, g 
UAMHSHFR. WE, SEO PESAKA, BE 
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BS EETM p EEH ER Se BH) BRI 

DOP S| BEY REA A. PE ee A SC mR (109), 

SEMA A, N 是 紧 玉 的 上 aihier yt, HN i) ii 
率 张 量 是 强 负 的 . 设 六 MON BRIM, EEM AK 
KREDE 4, WAS RASHRARSE RSM, 

证 明 AG, TEESE SR UCHM, 使 了 EU PE 
上 的 铁 和 至少 为 上。 那么 , 根据 引 理 4.10, RN ABER Hh, 


ee ef=0, RH ef =O, (4.31) 
为 此 , WEG, aU pe A ee U, 
或 者 ef =0， 或 者 3 =0, (4.32) 


HP ay ÆU cpAShAE Sw, (4.82) 式 意味 着 两 个 互 不 相交 的 町 于 
gm Uf =0}, UN {607=0) 的 并 是 连 递 集 口 ， 因 此 ，(4.32) 式 
28 pk (4.31) 
i peU, g=f(>), RHA RRERAMEH RED Re 
题 4.8， 我 们 有 
FEE FUSE, — flee, fsa, = (4.33) 
Hh fe.) TM 的 复 基 , 并 对 n WE 
{Ens Ent f Ker(df), =, 
HIRE N Ht ina, BY l<ay< Aan, 满足 
{M19 ees Hass ts flags “ty No} N livage(adf), =A, 
根据 引 理 4.9, 这 样 的 基 5, 7 ALORA. ARIA 
Hass Na, E tt Es Tues} 
faye Of a0, BP 5 二 0， 设 在 了 #51 or, Jae 中 复线 性 狐 
立 的 人 0, ) 向 量 的 个 数 为 Ww。 下 面 分 两 种 情形 讨论 ， 
(i) nw = 2 
不 失 一 般 性 ， 我 们 假定 Se SPE EE AEM. Æ 
(4.38) 式 中 取 8=1, 2 


FRE = Cafes = Cake e 


il4 AIE MERRTE fiA 


如 果 fls 0 (BP Of 3-0), BWA, Carw, Cased, MAERA 
FRE, JEE; RPM. 


(2) =l 
对 l<acn 存在 复数 r", 使 
figs, =r fE Aft =7°0F, (4.34) 
# (4.83) th B= 1, 
f'ZE, = Of HE, 日 < 三， (4.35) 
(4.34) sR (4. 35) OT 


dfuAdf Adf Agfa 
是 8f! FOF +p RMB SMe. KEA 
af, (Es, Es) — (s,s Na,) 
sea REA EAR. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， a 
A ew 4.11, PEP EO BE TEREE, RM, 
下 同上 , 并 且 开 的 复 维 数 大 于 等 于 2 。 那 么 , 至, N 间 的 任何 调和 
CF} —-EA MSA A 
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存在 性 . 不 存在 性 和 正则 性 


调和 映照 的 基本 存在 定理 是 由 Eells #1] Sampson. 用 热流 法 
得 到 的 下 。 后 来 又 被 Uhlenbeck ae PUR. 本 章 我 
们 用 变 分 直接 法 讨论 调和 映照 前 存在 性 , 它 的 关键 是 正则 性 ,对 能 
EER DA ATR R HI EB Sr UE FE Je: H Schoen 和 Uhlenbeok 以 
及 Giaquinta #1 Giusti 所 得 到 的 0。 后 来 Hardt 和 Lin RiF 
了 8?- 调 和 映照 的 部 分 正则 性 全 


$5.1 变 分 直接 法 


RMAN HERA Riemann HG, H Nash 嵌入 和 定理, HY 
等 距 地 嵌入 到 高 维 欧 氏 空间 R p, 设 CM, RS) 是 型 到 RS 
的 映照 的 Sobolev 空间 ， 对 任何 TESIM, RE), EB Ser 
方 可 积 , 并 具有 项 尔 伯 特 范 数 


f= [| FP arial] (6.1) 


EMIN BRR Pps 3 HY 3 
© ZKM, N)= (fe fit, RB), 对 几乎 所 有 wzE M, f(x) 
EW}。 这 就 是 变 分 直接 法 的 工作 空间 .显然 ,对 任何 fe Vice, 
入 ) 可 定义 能 量 ,并 当 耻 光 渭 时 与 第 2 章 的 定义 相 一 致 。 
命题 5,1 能 量 泛 函 召 关于 FIM, RX) Hae PRE 
续 的 ， 
证 明 设 (fo HIM, RY) HBAS 了， 由 共鸣 定理 


£16 BR TER, TARER IENE 


{7 是 有 办 的 ,而 SIM, ROMURKAR Z H, HARI 
aT df, 并且; 我 们 有 


ACF -EH =F | lafe- af tal 


-H 


+f afa- af), afyal 
N 


>| Md fa-df), dfrat, ‘ 
所 以 lim (Cf) ~ ECf)) =O, 


命题 5.2 IU, VERMIN. 

证 明 ESE SIM, N), KHAO f, MASSE 
L* BMT RAT 为 RAPE AR PH) Riesz 定理 可 再 
取 子 列 ， 还 记 作 Se, CEM ELFE FF AT Se 
FIM, N), N ER 中 的 闭 集 ， 所 以 了 对 几乎 所 有 好 上 的 点 都 


REFN, 从 而 ELIM, N), E 
命题 5.3 USCLMM, N), AS LERERAR, MAS 
ERIKY. 


证 明 AREER ERAS EUM, NOC YIM, RS) 
UAR, HCH PM Eberlein-limynse 定理 ， VE 
IFIS, HAS BRATS. HAED. g, fe 7M, 
N). E 

从 上 述 命题 ， 我 们 可 用 变 分 直接 法 得 到 能 量 极 小 映照。 设 
FCLIUM, WW) 是 下 到 入 适当 的 上 映照 类 , CHEE SHR 
映照 的 边界 条 御所 定义 的 RCM, N) URATA. KAPNE 
小 化 序 烈 {fi} 。 从 命题 5.3 知 , BETA, PRAS d Baer 
f. B@A B.I, 

E(f) <lim E(f,) = inf E(f’), 
{rm fos . 
所 以 ,我 们 求 得 了 .多 中 的 能 量 极 小 映照 ffE FCH#ICM, N), 
这 里 得 到 的 能 量 极 小 上 映照 了 一般 是 不 连续 的 。 为 此 ， 我 们 来 


5.1 Fy BRR i? 


引进 弱 调和 映照 的 概念 ， 设 户 MN 如 果 是 光 祖 映照 ，% No 
RE 是 等 距 凤 入 ， 它 的 第 二 基本 形式 为 B。 记 耻 = bef, 并 记 也 = 
(Py 了 *)。 从 张力 场 的 复合 公式 (1.64) 知 了 调和 的 条 件 为 
AP = BF Ss, fabs), (5.2) 
其 中 {ew} 是 六 的 局 部 么 正 标 架 场 。 调 和 性 表示 式 (5.2) be Rah 
《1.29) 更 优越 , 前 者 在 CIM, 六 ) 的 意义 下 , BRM BBR. 
定义 5.4 对 了 E293CM, N), 如 果 它 满足 (5.2) 式 的 弱 形 
I EREM pE CoM, R), 有 


| L(VE, Vy + BCf ee 办 lxTI=0 (5.3) 


那 来 , 了 称 为 梯 调 和 了 喘 邓 。 特 别 地 ,能量 极 小 映照 是 弱 调 和 映照 。 
注 目标 流 形 玉 如 果 是 球面 S" WE, 第 二 基本 形式 
BCX, Y) =— (XxX, YF, 
其 中 X, 了 是 入 上 任 一 点 的 二 个 切 向 量 , 这 样 (5.3) 式 化 为 
f KVF, Voy - 1VFIME, $1 =0, (5.4) 


前 页 用 变 分 直接 法 得 到 了 LIM, N) Pike Rae 
PRI. A Sobolev 空间 ZIM, N) 中 的 映照 一 般 是 不 连续 的 ， 
这 样 ,我们 感 兴趣 的 问题 是 我 们 能 否 证 明 弱 调 身 照 , 或 至 少 证 明 
BE HER el FBR ESE, 甚至 光滑 人 性。 但 是 , RK, 5 
调和 映 隔 有 奇 点 。 最 简单 的 例子 是 单位 实心 球体 沿 径 向 到 它 边 界 
球面 的 收缩 喘 照 。 设 为 et DEAT BR ik Bet) h oy HE — RX, 
OER © 点 到 原点 的 欧 氏 距离 。 定 义 


f(a) = Er 
BA fe ZB". 5", HA SE 
F = {gE FHB", 8"); g| an =F | an} 
PR RB, SR, FERRY RAI, «TTA 
MERA. 
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$5.2 正则 性 定理 


用 变 分 直接 法 证 明 调和 映 招 的 存在 性 ， 关 键 是 正则 性 。 正 则 
性 定理 分 为 二 部 分 。 首 先是 “部 分 正 期 性”， 即 在 奇 点 和 集 以 奸 是 
Holder 连续 的 , 而 奇 点 集 在 映照 的 出 发 流 形 上 相对 “ 较 小 % 然后 
哥 由 主 正则 性 定理 , 证 明 映照 在 奇 点 集 外 是 光滑 的 ， 即 所 谓 “ 主 正 
则 性 。 

部 分 正则 性 关于 出 发 流 形 闪 是 局 部 的 ， 显 然 关 于 和 且 标 流 形 是 
整体 的 。 这 从 上 一 节 欧 例子 可 以 看 到 ， 际 立 麻 点 的 任 杀 小 邻 域 都 
可 有 映照 到 整个 目标 流 形 玉 上 。 一 旦 建立 了 部 分 正则 性 ， 我 们 在 任 
一 上 me MCR co RE A a RAB, A, HE 
F(t) EN 附 过 建立 局 部 坐标 。 FE oo PU. WRT AeA Re 
ire: PR ee O EASA de Bw BK Cf!, ta Lier ear LSE 22 FE RS A 
万 程 ( 弱 意义 下 )， 

Af +g Tie i ais = 
这 是 一 个 散 度 型 精 贺 型 方程 组 , 关于 一 阶 导数 是 两 次 的 , 并 且 具 有 
主 对 角 部 分 。 根 据 非 线性 桶 贺 弄 方程 组 正则 桩 理论 来 证 有 明 映 照 的 
光滑 性 , 关键 是 诈 明 一 阶 导数 的 Holder 连续 性 。 这 样 ， 方 程 组 中 
的 非 线性 项 可 看 成 给 定 的 Hölder 连续 的 函数 , 高 阶 正则 性 就 可 由 
线性 椭 图 方程 的 正则 性 理论 得 到 ， 具 体 讨 论 请 参阅 文献 [53] 和 
L97]. 

下 而 来 考察 部 分 正则 性 。 

BSE LIM, N) 是 能 量 极 小 的 弱 调 和 喘 照 。 对 任何 PE 
U, WRAP EMR, 使 了 在 U 中 是 H5lder 连续 的 ， 因 
而 是 光滑 的 ， 那 末 ， 了 称 为 了 的 正则 点 。 正 则 点 的 金 体 是 正则 集 
R, CEMA. B= MVNA, BK SES HAAR, BD 
MHA. ATARRANAD, Ris] A Hausdorff He sey 
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设 S 是 距离 空间 中 的 一 个 子 集 ， 多。 ESRA BAF eH wy 
PM wR. 定义 


_ diam @\? ~ 
be 05) = int p> a(p)( SS’ ; (5.5) 


HR at p) Fe p Rea Jap A So RRR AR, MODAR 
Disp (S) Æ e KARDA, HM -x0 时 , 它 的 极限 为 六 的 2 
维 Hausdorff 测度 2?(B)。 当 我 们 考虑 平面 上 曲线 及 三 维 欧 氏 
空间 曲面 时 , Se BA ZR ty 1 tE Hausdorff 测度 就 是 曲线 的 弧 长 , 关 
于 曲面 的 2 YE Hausdorff 测度 就 是 曲面 的 面积 ， 

一 般 屯 ， 对 任何 实数 pO, 都 可 定义 6?。 不 难看 出 ， 如 时 
8 (S)=o0, RK, WE oe’ <p, BY 六 "(9) = oo 而 如 果 
rS =0, BAR, HE p >p, 都 有 oF CS) =0, BL, 每 个 
集合 都 可 定义 一 个 耳 ausdorft 维 数 ， 即 存在 一 个 数 0(8) 汪 0, 使 

a _ | O04 >a(S) 
* at. 4 p<d(8), 

-HEAS PR a AER, BHAA RA “R 
A”. BAAR, RRR, FIEX, 

定义 5.5 HRB SPRES A, N EE Mf Riemann 流 
Æ. MRS RON 是 调和 映照, 并且， 在 从 原点 出 发 的 射线 
LEW, BK, FRA we, BEM, WMR S RAA Ri 
BCR? EESE, NH) PRR ROR, ARK, FRA hike 
ag, 

Schoen—Uhlenbeck 证 明了 下 列 部 分 正则 人 性 定理 TI 。 

定理 5.6 RAN E K RM Riemann HH, f,M-N 是 
iM, N) ARAB RH, WE, FCA ABS WE 
Hi, #AdimS<m~3, Hm BM RRP MER 4 m=3 
时 ， 访 是 -- 个 离散 集 。 又 如 果 存 在 1! 汪 3， ME j, 8<7<l, 从 
RA {0} BLN GAR hR FE OR, 那 末 ; dim Sam- i—i i 
果 了? = 各- 工 aK, 5 是 离散 的 。 

定理 5.7 RAER OCO 边界 的 紧 致 流 形 ， 六 是 紧 致 流 形 ， 
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JMN fA iM, NPR GERRI, HR 2EO*"(3 和 4， 
N), ŽE floav=0, 那 林 ， 了 的 奇 点 集 总 只 能 用 玫 的 内 点 所 组 成 ! 
特别 地 , FE OM 的 一 个 邻 域 内 是 C2< 光滑 的 。 

定理 证 明 的 基本 想法 是 送 用 Sealing 技巧 ， 从 给 定 的 映照 了 
出 发 , 对 每 一 点 PE M, 攀 造 一 个 极 小 切 上 映照 fo。 加 果 jo 是 常 值 
BRR, 那 末 , P 是 了 的 正则 点 ， 

MEA PEM, TP ARER YEP (t). A HR JE H 
REE ABR RAAB KE Scaling, SE A> 0, EX fal) = Gr), bl 
KRG Q\)=JsGc), 这 里 os EMEP AGERE RK EEA 
下 的 局 部 表达 式 。 因 此 当 $% 充分 小 时 ,好 充分 接近 于 平坦 度量 。 

能 量 极 小 映照 有 下 列 重要 前 单调 不 等 式 


A (eroorel ec fal )=0, 


其 中 心 是 依赖 于 吧 的 正常 数 , 4 是 依赖 于 亚 的 度量 张 量 的 正常 数 ， 
B, ERMALI p 为 中 心 ,0 为 半径 的 测 地 球 ， 据 此 有 , 对 和 > 0， 
Efa) SAE (fF) SET), 

其 中 E; 表示 映照 fe Be 中 的 能 量 。 因此 fa HRAT Fo 《如 有 
必要 取 子 序列 )， 这 个 fo 就 是 极 小 切 脆 照 。 事 实 上， 可 证 明 下 列 
强 紧 性 定理 , 即 对 任何 工 >0 0<c<T, 集合 
A per = {T | pet FE LRB., N) RRA GE RB RR, HFA ACP. 
是 强 紧 的 。 因 此 了 强 收敛 于 极 小 切 映照 Fo, 从 而 几乎 处 处 之 点 
eT Fo. 

运用 下 列 Morey 的 增长 引 理 。 

Hobe (BB 入) 如果 存 在 正常 数 0O,， a(0<a<I, 使 对 任 


fa re B, (0o<o< } r)» 有 Enta (6) <Co™4(0<a<1/4), W 


A, OE O°(B,, N), Schoen-Uhlenbeck 证 明了 重要 的 正 册 性 和 佑 
计 ， 存 在 sfm, N) >>0, 使 对 任何 能 量 极 小 映照 fj Bim, 如 果 
Elf) eo, IEK JEB, HEWA 


$5.3 REM ERE 191 


利用 这 个 正则 性 个 计 , S Ea Mga aeS =0, HFA, 
PES, 所 得 到 的 极 小 切 上 映照 fo TAARA., WEN pe 
AM, PSR DR Fo RR, BER, FP ep EE 
Pe iy. 

他 和 们 再 度 用 关于 Hausdorff 测 座 的 密度 定 理 和 Federer 的 
降 维 技巧 进一步 证 明 dim S<m—3, HATAR -hE ae BS 
存在 性 , 得 到 奇 点 集 癌 维 数 的 更 好 估计 。 

关于 边界 正则 性 的 定理 5.7 的 证 明 还 在 于 下 列 性 质 。 

设 foE ZBR N), Hep B} 是 四维 欧 碟 空间 中 的 实心 上 半 
单位 球体 ; di P= Bel» {0}, fo Æ BRUT ERROR, 它 
沼 着 从 原点 出 发 的 各 向 是 常 值 ， 如 果 Solr EPR OK, So 
一 定 是 常 值 狄 照 。 

出 于 这 个 性 质 ， 类 似 于 内 正则 性 的 证 明 ， 可 以 得 到 按 界 正 员 
HE. 


关于 定理 5.6 和 定理 5,7 HEER, WA oc mR [100], 
(101), 


§5.3 不 存在 性 定理 和 存在 性 定理 


现在 我 们 考虑 到 某 类 Riemann 流 形 调 和 映照 的 存在 性 ， 这 
是 一 类 比 具 非 正 截 曲率 更 广 的 Riemann eB, dey, [0, bo 
EWEN PARR ER, I Yy 存在 满足 下 列 条 件 
的 非 零 Jacobi 场 Y G), 

Vy ¥ (0) =0, Y(t) = 0 sb), 
ABA, HK YC p= ~(0) A A (focal point), 

BGR eH ih, RIE BARTER, WE, 不 一定 没有 
焦点 ; AAMAS ARIE, Gulliver! 具 
体 构造 出 例子 , 说 明 无 焦点 但 截 曲 率 变 号 的 流 形 是 存在 的 , RER 
点 但 没有 共 轿 点 的 流 形 也 是 存在 的 ， 

我 们 首先 证 明 下 列 对 我 们 很 要 紧 的 命题 0 51。 
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命题 5.8 NEREZE, 单 连通 无 焦点 的 Riemann 流 形 。 任 
RAIN, AIR HA dig, 2), dP BN EG ORR, 

证 明 AN EJH OTe Sr R R By EY B Cartan- 
Hadamard 定理 ， 立 即 知道 f(e) =d*(¢, ©) = expte EN E 
KDE Pe. Horg, ve TN, 我 们 证 明 væ0 iM, Vif Ce, v) 
> 0, 

We ES v se E: [0, ec] +N, A Mae Ya [0, 
r]=N Be BC HIER, Hep r =d, s), =y 是 以 强 长 为 
SRW, AN 中 任何 两 点 只 能 用 一 条 测 地 线 相 连结 ， 所 以 
Yu 构成 单 参数 测 地 线 族 。 它 的 裤 截 向 量 场 0 BARW E 


U (0) = Se rhin =0, 


U(r) = a = -一 E(u) Juno =O, 

将 它们 代入 测 地 线 的 第 二 变 分 公式 , 我 们 有 

L760) = | {0 CRG, UD, Uy (5.6) 
活着 加 FETE n- 1 AER RE Ty 5 WU He ZB ve TE X 的 Jacobi 场 
Ji(@al,--,a-l, 满足 六 (7) <0, NV EERE IR 
着 J, Fer Pe Ml He ERG n-i TAREA. 这 样 ， 概 

Ut = fF), 
其 中 f,(0) =0。 代 入 (5.6) 式 ,得 到 
L* (0) =f RET. J Ff iF, Farhi fai, Fy 
Fifi Ty RG, FT OD Fal Qh at 


LLA+B+0+D-E, 


考虑 到 Jacobi 方程 和 初始 条 件 S(O = 0, WR 了 (7) = 由 
B=-|， 六 PP 有 = -C-D+# 
因此 ， 
LO) =f" FS, fy ddim 0, 
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LRSSRUM Ewe HO, RI ye 点 点 独立 相 
FS. Bilt, L” (0) > 0， 
3H, 
Vif (v, v) =E6F luo- (VS 


EO 


d? d , 
-ar fig Helos? (fe Y | 


Fp Lu) BAR ys HM. ARENT VA, o) >0, HV 在 
NNG 上 是 正定 的 。 TVS ETN 上 的 正定 性 显然 成 立 ， 并 且 
与 流 形 的 具体 度量 无 关 。 

ASFA UATE FEAA E BRAT RUE BA FEA 
Fa FR RAR AEE. 

E5905 PME Bey Riemann 流 形 、 它 具有 有 限 基 
ARM), N 是 完备 的 无 焦点 流 形 ， 那 末 ， 从 型 到 并 的 任何 调 
和 了 映照 一 定 是 常 值 映照 。 

证 明 MEME, WARRE xy， M rm NN 
是 目标 流 形 的 通用 覆盖 。 由 于 必 紧 至 且 其 有 有 限 基 本 群 ， 所 以 页 
也 为 紧 流 形 ,zw 和 zn BERRE, ARELA 也 是 无 焦点 流 
ie. f 


Bef, MN 是 任 一 调和 映照 。 那 本， 
Ji= foty, MN 显然 是 调和 映照 。 册 于 oy NS 
f 


M6 3438, SNA ARR Ja MN, W 
Bfi=sacf, 即 我 们 有 右边 的 交换 图 !6， M 
同样 容易 看 出 , fo 也 是 调和 映照 ,并 且 对 任何 zzE MO 
yet fa) (2) = Tf) (Eule), 
6( fe) (a) =e(f)(ty(2)), 

HPs 2g, O EN EMEA ROR ROE, 根据 命 
题 5.8， 它 是 光滑 凸 函 数 。 考 感到 上 的 函数 Pfa 从 推论 1.17 
知 , fo ERER 因此 , f ERER. 


+23 SR FEE, RHA 


定理 5.100 约 NEARER. BR, EA 
Bhi f, oN — ae Fee 

证 明 ”BornsM 证 明了 单 连通 , SSA, RE KBR, 
一 定 存 在 凸 函 数 。 那 末 , 用 上 面 证 明定 理 5.9 类似 的 方法 , 也 可 得 
到 定理 5.10。 

5.119%) BM ALN RERA Riemann hiv, FAN 无 
fei. BBR, MATS RRA OS PR Ee Pd BR 
f, MON, 它 达到 该 同 伦 类 中 能 量 泛 天 的 最 小 值 ， 

证 明 众所周知 BR ee eR, BIN EN 
BK DAE kat, MMA BR e 1-1 a oC) 
到 (RARER Co WT Bs Spanier HBV), xt 
SUM, 广 ) 映 照 在 基本 群 下 (型 ) 上 的 作用 的 意义 由 文献 上 L04] Br 
给 出 。 设 7 AeA, CE iM) 的 一 个 生成 元 ， 
取 TEM LAGE RAB T, 4 p, Sx Delo? FAAS ALR, 
其 中 DD" (m-e. BA, WILE RA Se De, fE 
y(t) A, 83) 上 是 连续 的 。 取 80E DP, 使 了 在 y* 上 连续 。 由 
F=f POEA OF 在 下 (于) 的 全 一 生成 元 上 的 
BRS, HARGAT FEL Be 

Fezi (Myr), 
在 文献 [104] 和 [8] 中 证 明了 映照 fe 是 有 意义 的 ， 并 且 在 相差 一 
Ay dha He IE Fs e 不 依赖 于 So 的 选取 。 
H MON (ECHR. RRR 
Fe= (fFE GUM, Nj fe=T det, TAM SF(-) 到 
oC: BRE. 
在 多， 中 考虑 极 小 化 序列 人)》， 那 末 ,有 子 序列 ， 仍 记 为 {fid, 在 
ZM, RX) pRka tS, BH SF? Pk Wt BIL PAA 
Wer 了, 并 由 能 其 泛 茵 的 下 半 连 续 性 得 到 
E(f) = jot EY) 


yi, Yi EMK RRE R ARER CRE 
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RARA Ly, ey Te, 分 别 看 成 St xDe, h TERES 上 一 
HA RH, 从 Fubini 定理 和 Patou 引 理 ， 对 几乎 所 有 se DD", 存 
Zi te Be OK, 使 


| lef (t, $) dick,, 


WIAD i ar, BRA, h Sobolev SH RRACH, FET 
By, MICAS), Ev? E—BOR MT f, Hop j=l, …， ROM 
说 明了 SEF a. Kit 
E(f) = inf E(f}. 
PEF 


BH, MEE 5., 由 于 任何 从 SGS) BIN A 
BRA SE BEER, MMR NO FA A EO RARR, E 
定理 5.6, 我 们 得 到 的 .Fs 中 能 量 极 小 映照 了 是 光滑 的 . 
类 似 地 , 我 们 有 下 面 定 理 . 
定理 5.12!1%] ig M 8 eB Riemann Fie, NJE M ih 
HIER. BOK. MAURAN RARE Aeh uE- 
MEAR, TAME EE A esp a, 
25.1395) 设 履 是 紧 致 有 边 的 Riemann WY, NERA 
无 焦点 的 流 形 。 对 给 定 的 光滑 上 映照 o MN, 必 存 在 调和 映照 
Fa 一 下， 使 了 av=a。 
注 1 显然 可 见 , 上 述 定理 5.11 是 Bellg-Sampson 关于 调和 
映照 基本 存在 定理 的 一 个 推广 。 
注 2 BME RSW Riemann 流 形 , 六 是 紧 致 流 形 ， 如 
A Ag aR RU HOw K > Oy ER, PAB o MN, 使 


oM CBr, R<a/2~' E, 
Balto) ÆU y AP, RHPH HE MW ah R, Hildebrandt- 
Kaul-Widman W IHT AFIR De) A E E, BY 
Bo(vo) PM yo H REDKA ee, PT eB Le 
的 类 似 方法 得 到 ， 
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§5.4 到 正 曲 率 流 形 调和 映照 的 正则 性 


当 目 标 流 形 不 是 长 (XxX, 1) 寺 ， 调 和 跌 照 的 存在 性 问题 变 得 很 
复杂 。 但 仍 可 应 用 定理 5.6 来 分 析 极 小 能 量 映照 奇 点 集 的 维 然 。 
Schoen-Uhlenbeck 在 文献 [102] 中 讨论 了 到 球面 广义 极 小 能 量 
映照 的 情形 ， 其 中 关键 是 推导 稳定 性 不 等 式 ， 当 以 球面 作为 目标 
流 形 时 , 取 变 分 截面 为 沿 壮 映 象 的 共 形 向 量 场 ,从 而 得 到 稳 乍 性 不 
等 式 。 类 似 技 巧 也 可 在 欧 氏 空间 中 的 一 类 子 广 形 、 虹 不 可 约 齐 性 
空间 、 以 及 5-pinching MEFE DM ble A Steet ae 
般 地 , 可 分 析 到 这 类 流 形 广 义 p- R a OY, 

ERER TIAR. 

设 


K 
2, 如 果 Kas 
d(4, K) =15, 如 果 a =5 
[min (1+ ,6 )]， 其 他 
EREE t 的 整数 部 分 。 
定理 5.14 RMA ERA Riemann He, 它们 的 维 数 分 
Emän, BANA RO LARK, RATER Rm 
的 常数 A, 使 对 任何 极 小 切 映 妥 6, R'\ {0} +N, Baid, K), 
有 不 等 式 
f (Vel? - Aldo|*ut) +10, (5.7) 
EF u REO rR RAS. BK, A mad(A, 
Enj, fe Re RR RI SE SIM, NADH: WE m= 
a(4, 玉 )+1, 则 了 的 奇 点 集 是 离散 集 ; 一 般 地 ,上 了 奇 点 集 的 Haus- 
dorff 维 数 至 多 是 m-a(4, K)-1, 
证 明 根据 定理 5.6, REWER URR 6, RYO} 
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N, 8<l<d(A, 区 ) 是 常 值 映 照 。 任 何 切 喘 照 d, 诱导 了 调和 映照 
p S-N, HHH, (5.7) 式 不 难 化 为 


Eg 
fison, — du- A|dp| u- r7 er? 
-r (0-1) St ritual 0, (5.8) 
其 中 4 RAS 上 的 Laplace HF, ARS) LRAT 


L =4 + A]dġ]? 
ACO, co) EN BRA AT 
2 


Lor Zp- Dri, 


Li AN Le PREIE E pE 
EEE 
0 
用 Simons 在 文献 [108] 中 的 方法 , (5 .8 和 式 的 条 件 就 化 为 
ay + O20. (5.9) 
而 直接 计算 得 到 
a S674)" ， (5.10) 


下 面 来 估计 山 。 在 关于 能 量 密度 的 Bochner 型 公式 (1.80) 中 , 考 
BEJ SS’ AN A Ra RNA 


5 414s] *= [Vado]? + (1-2) |d6]2—-F= 7 Kl aal*, 


(5.11) 
从 文献 [99] 和 [1402] 中 的 计算 可 知 
[Vde] z |Video! |, 
(5.11) 式 化 为 


|d| 4 |dg| > 5 4|do|?~ Vd]? 


> (0-2) dġ|7 iF Klaslt, 《5.12) 


128 3 PEt TEENE 
$. = (ldp |? + 2)', 


那 林 
$e < 六 他 一 2) jdd|?- KE-2 apl, 
并 且 
- 4.46, - 2 azide |a<-(b-2)|d6]*, (5.13) 
如 果 aadA, K), Bp 
Ka-2) <å, 


. 一 工 
并 且 名 不 是 器 值 映 照 ， ERG. 19) 式 意味 着 


4 
uinf 一 一 
[e 


| (— Abe ETA dlion 


<inf sea i E A <2 一 了 
(5,14) 
从 (5.9) 式 、(5.10) 式 和 (6.14) 式 立即 得 到 > 6, 这 和 ld (A, 
KHF. Bub, 中 只 避 能 是 带 值 映照 。 | 
下 面 ， 我 们 对 正 曲 率 流 形 的 多 种 情形 给 出 稳定 性 不 等 式 
(5.7), 其 中 筷 出 具体 的 几何 量 所 决定 
5.4.1 设 克 是 欧 氏 空间 Re pK n ERATE BOC, AN 
在 Re 中 的 第 二 基本 形式 。 取 e), i=l, n BN LBS 
正 标 架 场 ，# 是 RO 中 的 常 向 量 。 Bes a Riemann 流 形 ， 
>N 是 性 一 稳定 调和 映照。 Bu BL LAR RR GY E 
a, > 
v = Uda, Ei Ela 
BRK 
Vet = Vee UAT) © (agit a? + ua’, B palas, EDY En 
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le} lasl, …， DERRE DL Lis BS EB, a 表示 
s EN LHRH Rac NYHRSWLEB. RNA 

= SN [e.u|*|a? t+u EKB (dufas &), 2%?) 
+ 2(e,u)Uc Bid, en， Ey), ay gaT, ery 
UPR (6, Cas A) by bas aT), 
将 它 代 入 第 二 恋 分 公式 (1.67), Pale MA R" 上 的 一 个 二 次 
型 。 取 它 的 迹 得 到 
f, (al Vuli (CBBOes, £1) |? 
-= (R pta Eph, Cas &>u*) «iO, 


BATRE NG RATE, LRA 

[ (n| Vu]? + PEB butas &) |? 

- (B(by0n buea), BCer, &))))120, (5.18) 
为 了 得 到 不 等 式 伍 ,六 中 由 的 更 明显 的 表达 式 , 这 里 采用 不 同 于 文 
ik (1207 4b By 


BA E R ET EE AA HS Ja BR & TE PRR IR fe.) (S n+l, o, 
ntk), RK, Bee, 84) hhe, RSRNHBLAAERESH 
Fi, FPS) th Bie a, BP 

| S = > (hip 2 H= 1 AIA 

idas 


设 交 中 满足 H e) xD i i 设 
Sys p2 Ah Es 


A 
zy 


为 进一步 化 简 (5.15), 我们 需要 下 询 代 数 引 理 , 它 向 用 拉 格 
BH H Fe 3 ook 7H [120], 
5134 5.15 Rta) E nxn whee, 
€= tr(éy4), b= Dah, 


BR, 对 任何 4 有 
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J Dal aand I) Gg 

P n 

[(m—4ye) jnl a\ 3n-4 , 
人 


假定 加 sa TERMA EE RR 在 该 点 附近 取 


并 不 妨 假 定 匡 在 该 点 也 非 零 , 因而 到 


Set = ory 
| |* 
这 样 ， 我 们 可 对 每 个 对 称 和 矩阵 ( 铝 (8 =7+ 1, rte, n+), 利用 .上 
面 引 理 , 且 考 虑 到 , 在 标 架 的 特定 选 到 下 ,有 
DAs = 0, A= n+ 2, "Ty w+, 
以 及 
[Sart] =a A, 
所 以 
2 之 | 了 (dsen， €,)|?7-<Bd,e., Qua)» Bei, £;)> 
2(n—1) 
«jap (4S g 


ey 
+ | (m4) B|4/®—*(Sq~n| EI- (8n-4)|HID. 


(5.18) 


上 式 在 6a=0 NUR H =0 RR R a MA (5.15) 式 和 
二 .16) 式 立即 得 到 稳定 性 不 等 式 


| dvuls— 4 感人 0 (5.17) 
其 中 
4= 工 minf (Qn—4)|H|2-20@-D g 
ot fe 


-jm 4) | y Ss-nl ID). 
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WE 44>0, 对 Ret 中 的 这 样子 流 形 就 可 运用 定理 5,14 得 到 极 
小 能 量 映 照 FE ICM, MS RBM Bie, RR, NE 


RM S* 时 ，4 = “5*”， 这 就 是 在 文献 [102] 中 的 稳定 性 不 等 式 ， 


事实 上 ,出 (65.17) 式 定 义 的 >0 的 子 流 形 驴 是 很 多 的 ，。 
6.4.2 N REREAD ASHES C/A, ¢,£-C/4 是 稳定 调 
FURR IB, BEEN E Laplace AF RPH, ON SERRE 
E A, BR df +A -0, ROE LRM POTN HRA eo aes, 
Ropu ED EAR ee KG pak. ABR, 
Vot = (U) (VLE ) Ea t+ Udy Cry Ea) (VeV eat) Eas 
BoA {ei} fe LEHRER, (E 是 如上 对 应 点 的 局 部 么 正 
Kins, FFA 
1V,,0|#= [Vu] VEV nE) 
+U Pyas Ea) <b, 01, £49 (Ve Ven FÈY YE) 
+ Zuel) Y <b, 6, Ea V eV N aE), 
HE EARA LAE SP R187) FB 
{U9 F) (VF) 


+ Uh Eis Ea) CB es Er (Ve, Vad) (Va, Ve dt) 

+ 20(8, (4) } <b, Bi Ea (Ve FP) IVe Yt) 

~ WR" (Oplt Eo) DBs Ca Ve PIOV PNTIS0 (5.18) 

考虑 到 关于 入 的 特征 空间 b, 是 有 限 维 疝 量 空间 ， 并 且 关 于 
TE? 的 内 积 枸 成 欣 氏 空间 、 这 样 不 等 式 (6.18) 的 左 端 是 ma 上 的 二 
Ka, 

EP, FP E, EWAER, GFE E, LE BREIE M: 
Mi ges FEE, g“F=Fog, ph F Laplace RT MSR 
Wh, E, 在 所 的 作用 下 不 变 ， 并 且 还 保持 L 内 积 不 变 ， 这 说 天 
g* FF), «+, g*F* 还 是 E, KK IES, BPE EIR. 使 

g fe =O,,F*, 
Bik, 有 o(G/H) EWROP KM, 


133 第 5 章 FEEL. PEPER 
(VF VED) (X, F) = (Vel 4) (YE), 
其 中 X, YET (G/A). RRITA Sd aE Ay 
Py(G/H) T (G/H), 

LAX, FY = (VF) WE), 
ARE HARM PARA, HEART T G/H) 的 度量 的 等 征 空 
间 是 不 变 的 , MARR AERE = Cid, 其 中 局 是 正常 数 ， 
册 此 得 到 


(VB) VB) EC, (5.19) 
(Va EV NVa F=, (5.20) 

FE, A 
(Va¥, FeV, ¥, ES =X, Y9 (5.21) 


从 (5.19) 式 和 (6.20? 式 ,我们 有 有 
B= -LV Va Ve Fe) VF") 


= 一 到 (V4F? + RicVE?, £a) (Ve F°) 
1 3 a a 
= t (oa ZNT (Vn EF°) 


=C àr- È), (5.22) 


RA CS RMRIARESAURRAM MSH, HRA TAM 
Eig s。 这 样 ， 对 (5.18) 式 取 迹 ， 并 将 (5.19) AL (5.20) A 
(5.21) AACS 22) 式 代入 , 得 到 


[vu g-C2s— ad) [dg [tut Ja, (5.23) 


比较 (6,?7) 式 和 {5.23) 式 ,对 紧 致 不 可 约 齐 性 空间 VV, 我 们 可 定义 


| Kn? 
| ME Ka (283 -n4) 


l 


2 
d(n)= 5, 如果 EA Bei = 


[mint en nay 9) 其 他 


85.2 PEER aie eR BE te 18s 
Ae HE 5 14 EOP a ae. 

定理 5.18 EME mMEERH Riemann KE, O/A En tt 
紧 致 不 可 约 齐 性 空间 ， 了 GE SIM, N) BARR, 4 ma 
QW) 时 ,Ff 是 光滑 的 , 4Ymed(n)+1lh, f SSA RMA A. 一般 
hh, J ap IER RBA m—d(n) -1, 

注 ANAS, s=atn-1), A RAR- IERE An, 
那 末 , (5.28) 式 也 是 球面 为 月 标 流 形 时 稳定 性 不 等 式 的 推广 ， 
5.4.3 ME, RTPA -pinching MIGZA WA Es IE N 
性 . 设 交 是 完备 . 单 连 通 的 流 形 , CNR RE E <E al, 
其 中 心 是 正 党 数 。 了 oh 对 流 形 六 引入 下 列 娃 构 。 设 严 = 工 各 母 
e(N) EEN FAY Riemann 向 量具 , 其 中 TN EN KM, e(¥) 
FLA SPE RP OF ERA. SBR, EE bap REV AV’, 
其 中 V 是 平坦 联络 ,而 Y” HF Ara Xs 

(Vay =V¥ ~<X, Ve 
Ivte= X, 
sx X, Yer(TN), V ÆN bø Levi-Civita 联络 ，e e(N) 
上 前 单位 截面 。 在 以 后 的 论文 外 中 , Roh 等 人 又 具体 估计 了 


VAV 的 差别 。 首 先 , 用 乘 以 | (+), KN RRKT 
._/20 2 , 
KAGE roat 那 来， 


(5.24) 


[V ~ Ve) > 和 (9)， (5.25) 
其 中 def. 
[V-V | =maxi|V,¥ -VY |, XEr(TN), 
en X| =1, Yer, |Y|=1), 


ki (8) = $ d-o) [1+ (szsin 7 ot)" | 


kac) = [3 a+] kc), (5.26) 


1 


#s() = kaco) {1+ [1-A a] F, 
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Kb, LN EBS Pe, PE 
@={Per(HE), 对 任何 XE r(TN), Viv =H, 
它 是 ”+ 工 维 欧 天 空间 ， 我 们 用 了 7 表示 六 在 TN LRE, BUF 
.4.1 HE, REE TN 的 截面 为 
v=uFT, 
其 中 4 是 二 上 县 紧 致 支 集 的 函数 。 取 工 上 的 局 部 委 正 标 架 声 
《et 
V,0= NDV ur, VT, 
并 且 
[Vo]? = [Ve] FT, FT + 2uV, wep?T, FT》 
PUV, PT, Ya FT, 
WERA BBA (1.67) 得 到 
RAKA Py + 2uV, uch, VTD 


+ub(<V, Vi, VV 7) — CRY Chuti, Vdp VD) eld, 
(5.27) 
Mea cel, RIN Epaia, UREN) Egla) 
点 的 单位 向 量 e。 在 召 中 ,用 联络 V!' 将 它们 平行 移动 ， 得 到 O ay 
LEE 6, 6}, BE 


trace<VT, VT), -È 《ea Ea R, (5,28) 
考虑 到 
PT, VV = VV, Vy T, VV, 0), 
我 们 有 


tracedPT， VV". = EET, Vi ED» + T, Voy 


= (82, YW, BT, = V., Baba) = 0, (5.29) 
5.24) i RNA 
VaT VE VT+ F, pliye 
= View (Y 一 人 epe) + sF, peee 
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= (WE 77 一 F, Gop, etry (5 .30) 


Fi FEB (5. 26) xX, 
《V FT VL elt OVE, Voie 


+(1+7 ae eV, ey jd]? 
= (14 ©) | Wee — Veen |? + (14 GMP, oY, e) ldg)? 
<[4 (14+ C)k4(6) <P, Vy + (14% a), eF, e> | idé, 
由 此 可 得 
trace Y, V, VV Ts<| errs) ACD 
rls s |ldol?, (5.31) 
PHORM, WARE. ANRC ERT RR, 我 们 有 
irace(R" (pers F")b,¢:, Va ( — 1) |dé|?, 
(5.32) 


He (5.27) RB, FF ELE (5. 28) sh, (6.28) Ry (5.31) Rm (5.32) 
ARA 得 到 


ve [R k2(3) +1 


ton yg 1) | idel u30, (5.33) 


2 
ROM Fi) Tan? 
我 们 得 到 稳定 性 不 等 式 
| (web+ Ai, o ©. ag |tut \w1>0, (5.34) 
甚 中 
k(n, 8) “B® + MNFI hy(6) +1- nae (n-1), 


(5.35) 
注 Bool, (nm, d)>2-n, AI .34) 式 是 球面 号 " 性 
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为 日 怀 流 形 时 稳定 性 不 定式 的 推广 
因此 , 我 们 可 以 得 到 下 列 定 理 ， 令 


C O a 
2, 1 2n+ (14d) Fim, ô) si 


2r 
EZS OF OK, 6) 


min (1+. Önt (l+ “BGS dy” 6 ), 共 他 este 

EW! 5.17090 WM ee mit Riemann WI, N En 

维 完备 单 道 的 0-pinching 流 形 , 它 的 规范 截 曲 率 在 区 问 
26 2 
(rer re 

中 ,Fe SIM, MERMERE, Mskm<d(n), BX, fE 
SOTA Hs MR din) +1, OK, Fa AA, 一般 地 . 
了 的 奇 点 集 维 数 不 超 过 ~ din) — 1, 
5.44 稳定 性 不 等 式 (5.17) 式 、(5.23) 式 和 (5.34) 式 可 以 使 我 
们 研究 色 这 类 流 形 稳 定 调 和 映照 的 不 存在 性 定 理 ， 这 时 出 发 流 形 
可 以 是 完备 非 紧 流 形 。 我 们 就 不 可 约 齐 性 空间 为 网 进 行 具体 的 这 
E IR E PAE, 可 进行 类 似 的 讨论 , ABABA, 具体 可 参 
BERR [130], (134), 

xt Riemann 流 形 M, 如 果 它 没有 非常 值 的 负 的 次 调和 函数 ， 
MR, MIKA RARA, 否则 就 称 为 弹 双 曲 流 形 。 这 是 Karp! 
所 引入 的 ， 它 们 是 Riemann 面 中 相应 分 类 在 高 维 情 形 的 推广 , 
4 nS 时, RR RG. KX, 并 不 是 维 数 起 作用 ， 重 要 
WAR RE. Karp 还 对 完备 非 紧 流 形 引 入 如 下 的 体积 慢 
SHE LIE: 

设 多 = (F, (0, 20) + (0, æ) F #6 (0, co} 上 是 单调 增加 应 


数 , 并且 | 
|- + oof, 


SOR AE at gE M, By (ay) HEARD vq 为 中 心 ; ?为 半径 的 测 地 球 ， 
-如 果 


d(n})=415, 当 5 一 
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limsup vol Ba} € ooo, 


Fe 
WA, 如 称 为 体积 慢 增 长 流 形 ， 他 还 证 明了 ,体积 慢 增 长 流 形 一 定 
是 强 抛物 流 形 ， 

BAVA TIAR. 

定理 5.18 WM RAEN SE ATER, AR RN 长 流 形 ， 
G/H Ln eR BRM ATER, HHA< 2, A RGH E 
Laplace 算 子 的 第 一 特征 值 , s 是 它 的 数量 曲率 。 那 末 ， 任 何 稳定 
调和 映照 加 MG / HT 一 定 是 常 值 映 照 . 

证 明 ”如 果 开 是 紧 致 流 形 ( 无 边 )， 存 (5.28) 式 中 令 vs 了 立 
BSF 6 ENER. ROLAND] LBA) HA G/H 


是 紧 不 可 约 对 称 空间 时 , A 8 1.4 DE WEA < 2S 的 空间 可 以 
具体 列 出 。 
如 果 于 完备 非 紧 , RNR DOM bE 
L=4+ (28 ~ma)|d|?, 
这 里 5 是 M 上 紧 集 . Wee Le Dob A Dirichlet 边界 条 件 的 第 
一 特征 值 。 从 (5.23) 式 即 得 


n- eln 一 ulul 


a ed 
D 


edel Mugo), 


L (28s —n) |dp| u0, 


Atu = -— 


这 意味 着 - 鼠 是 型 上 的 负 的 次 调和 函数 。 由 开具 慢 体积 增长 的 假 
B uJ ER, BL do] =0, 少 为 常 值 上 映照。 


tk Soa FER TERA Ce 


TE, 对 能 量 密 度 作 上? 估计, PRE — ABE hee, 

定理 5.19 E Mimi Fe Riemann ae EM Ricci wel 
它 药 截 曲率 以 正常 数 BOL, puat a. H p M>G/H 是 
Hiss 52 Va FBR ER IF HEE 

nif 
rank T CESE 

BBA, MEMEMP RARR G FIRIR 
I: 


f dojuti f (Aut + [Vu] al, (5.36) 
其 中 局 是 只 依赖 于 %, m, s 入 的 常数 ， 


证 明 在 (3.23) 式 中 取 w=|ad$|v ke AM EAR ee 
的 函数 ), 得 到 


-Is -mhf |dol*omt<f [o]v] j 


| + [de|?|Vo 4+ 20|d <Vo, Vidd|>] «1, (5.87) 
在 能 量 密 度 的 Bochner 型 公式 (1.50) H, 3 eB Man G/H øt 
率 条 忻 以 及 映照 了 的 秩 数 ,我们 有 


#48121vagl -Alagl: -=1 wigs 
这 样 ， 
|| 4|dp|>> [Vdd]? |V |d] |+- Alagl?— et hiagls, 
MR (102) NTE 
A 
代入 上 式 , 得 到 
[do| 4|d6| =m iV ld] lAlogl: ~ =" kdo], 


(5.38) 
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用 *? 通 乘 (5.38) 式 并 在 以上 积分 ,得 到 
zaf elvido pe- | orlv [dsl |31 
+f Aldo [tte + f oT k |do to? 
-2f vjdd|<¥ dól, Vost, (5.39) 
将 (6.37) 式 和 (5-39) 式 两 边 相 加 , 得 到 
wn {eV lap <] Edeel? + Ajdo ?a1 
[k - 4 as-m) Jf dolor 


<f [lag |?|Vol? + Ajdo | 20%) «2, (5.40) 


由 Cauchy 不 等 式 , 对 任何 e> 0, 
20) dd] (Vo, 多 | ><ev?|V¥ ldo | J? 4-e7! | dol?! Vo], 
Kin, (5.37) RibwA 


naf doltoa t+ e) eVa] ll 


+ (iter) f idoloj L, (5.41) 
HS 4DRRAG AD AAA RE eo, 我 们 有 
(2s — mh) | ldolfuts1 <0, | 4lapl 2a? | Vel? 
+ Aldg| tet) el (5.42) 
其 中 心 ERRATA AmA. BA Cauchy KER, MEA 


e>O0, ， 
lde] 2227 | Veal iS ut agl + =| Vals, 


Aldol?<f [dajts oe 


将 它们 代入 (6.42) 式 ， REAG. 96) x. a 
推论 5.20 HARRAH Ricci 是 率 的 完备 流 形 ， 并 且 ， 4 
Roo 时 


eTA, 


140 SSS ”存在 性 ,不 存在 性 说 正则 性 
vol Bpi: 
— RCo) ->0， 
#G/H UR é, M>G/H 和 定理 5.18 一 样 ， 那 末 ， 中 是 党 值 映 


He, GME 4 绯 欧 氏 空间 Ri, g RGH LEBER, 
证 明 (5.36) Ae 


f [leetd<C| wu Hal, (5.43) 


BAR 
{ 2j re Be. (wo) 
uls} = 
0, 34 se M/Brlto), 
并 且 Vula- F, WR 从 (5.43) 式 得 到 


if 


aces |do|*at <0 | [Vutate So vol Bp (i) >D, 
当 M= R‘ BY, Eg 


1 , 4 sE BO) 
R? 
= log Tel 
wl) we ist) 当 Rale <i, 
0 , cE RN Be), 
那 末 全 ,43) 式 化 为 
f |do|4*1<C CogR)-3, 
Ba (Ù) 
&> Rw, Bp AY 43.3] |d| =O, 
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等 变调 和 映照 


调和 性 方程 是 拟 线 性 偏 微分 方程 为 了 得 到 调和 虞 照 前 存在 
性 定理 , 就 要 大 范围 求解 篇 微分 方程 。 当 银 流 形 具 非 正 截 匹 曲率， 
或 者 象 落 在 测 地 凸 邻 域 中 村， 这 种 求解 问题 补 侗 微分 方程 方法 押 
成 功 地 解决 各 Te 。 但 是 ,到 下 曲率 流 形 的 调和 有 缺 照 , 如 最 简 
单 的 从 球面 到 球面 的 调和 有 占 照 ,上 述 方法 不 能 奏效 ， 用 热流 法 , 解 
在 有 限时 间 就 发 生 破 裂 (blow-up) GS-08) | 而 这 时 的 调和 萄 
FASE BAER OMS, 因此， 也 不 能 用 变 分 直接 法 。 思 今 ， 唯 
一 有 效 的 办 法 是 充分 利用 流 形 的 几何 否 构 ， 而 映照 关于 几何 闭 构 
是 等 变 的 ， 这 时 可 求 育 和 性 方程 的 特 解 。 这 个 方法 已 获得 了 威 
fp 2] 9 P07 (26]~ [34] +f EET] [235s 296) «LST EER Zo > oR ap 调 Hi 
PUB WEE. 


§6.1 Riemann #272404 2ph Ha 


在 极 小 子 流 形 理论 中 ， 项 武义 和 Lawson 发 展 了 一 种 “ 余 齐 
性 ”方法 中。 后 来 ，Palais 和 了 腾 楚 莲 在 更 一 艇 的 框架 下 来 约 化 极 
小 子 流 形 方程 叶 。 现 在 ,我们 再 推进 一 步 , 考虑 关于 Riemann 8 
设 等 变 的 映照 。 | i 

HE AME Riemann 流 形 , m, H>+M 是 Riemann Be, Xi 
任何 一 点 peM, HEF =r (p) EE ENTRE, CH cer 
AMA SAMS TE ANE, SHEP RIES fale 
EARE | ses i V = kerdi), 而 它们 法 空间 的 全 体 , REY 
BE EB Ke H, 它 是 了 的 正 交 社 。 
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如 果 圣 任何 *E 吾 ， 向 量 场 立 在 z 的 取 值 X (we N(x), m 
XERA KP HEH. WEA -GERA X, 如 果 存 在 苇 中 的 向 
Hy X, WE, E (a) =£ (ra), MR, 互 称 为 可 投影 向 要 场 。 
既是 水 平 又 是 可 投影 的 向 量 场 称 为 基本 向 量 场 。 对 章 中 的 性 一 六 
量 场 豆 ， 总 存在 召 中 唯一 的 向 量 场 xX, ha, X= X, RZA 
的 水 平 提 升 。 

设 rt Er Mi, Ay H,>M, Hit Riemann RH, f, EEn 
是 光 消 映照 。 如 果 了 是 保持 纤维 于 流 形 不 变 的 映照, 那 末 , 了 PRN 
甘于 21, ze 等 变 的 上 映照 ,具体 地 说 , 如 果 wi 和 % 是 同一 纤维 上 的 
Z Am (a) =s), BA, ERR Fe) AF Cot) HE Ae 的 
同一 纤维 上 , 即 ref (a1)) = xa (f(z1))。 

等 变 映 照 了 诱导 了 寄 流 形 之 间 的 映照 了 如 下 MEE A pe 


M, Rex lp), 定义 p= mf (ey) Foy, ASE 
等 谈 映 照 , 那 末 ,了 是 有 意义 的 ， 即 与 ii 的 选取 无 关 。 我 们 有 下 烈 
交换 图 


E— >E, 
SERY 
SER F, BL 一 了 ,如果 f 将 E PR ARF H E SR 
MK E PEKEE es ON F AKP, 
Git ver: MR E Riemann REM LEJR ES, WR 
存在 f (AL) ESSER eK a 和 连续 函数 5, 使 
[dr |? =ar, Ar = or, 
RA, * 称 为 前 上 的 等 参 函 数 。 如 果 ddr0, 即 grad 7 二 0。 M% 
rMor(MCRAARRE, CMA Bh BSSe h 
M.=r-*(e), gradr BER KES} i. mM grad r 是 单位 向 量 ， 
NS HETA HR, ROT 就 是 Riemann 浸没 。 所 以 ， 
FET Et fic ae BE Re big Bie) a BT] Br a KE SR BR A 
特 鲁 。 关 于 等 参 函 数 的 理论 ， 有 兴趣 的 读者 请 参阅 文献 [2 第 3 
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章 。 
H2 FARATE RESER, EOL 定义 如 下 ; 
非常 信和 映照 fA > Ro RY ER eR, OO FL: 
Afis Af 4> =i (Fis vera fn), (6.1) 
AFi= 8, (fi, s Fad, f, j=l, enm (6.2) 
其 中 err 是 FEREN, b 是 CM) LA ESE, 
GOR, S RRR TEETE EAR üt r = max (rank f), AR 


KRRAW SRR EMS, CNR ARTEM, 称 为 
着 的 正则 部 分 ," RAS MAR WMA 称 为 了 的 奇异 部 分 , 它 
Je FAS YS Ja 

eRe BF MR BRAT HBR, IK, Ne 
= f (M'e R 的 7 维 子 流 形 ， 在 入 "上 存在 唯一 的 Riemann 度 
E daž, {E F |u: M'N? 是 Riemann 浸没 ; T TE. T 4 Ey By dh 
率 向 量 吾 是 M 中 的 基本 向 量 场 。 

证 明 MAVEN, Ree fly), BRK, TaM 的 水 平子 
空间 下 (grad Fo BSE. ME DARM rank(ays) =r, 不 此 一 
Rete, Hue (grad fi, +, grad fe) 在 附近 任 一 点 是 线性 独立 
WW. Be") de oA I Co) Sey 附近 的 局部 坐标 。 那 


末 grad f, 的 局 部 表达 式 为 9g"? SE", Rh gee 是 Mo 中 并 
量 张 量 的 道 阵 。 设 (or HE (au) OBE, HU f Lay 是 Riemann $ 
BWA, f(gred Sa) ~ gee SE OL 地- 的 长 度 必 须 是 ss， 所 
DK sors Gor). SOPRA A RAMAN 的 一 个 
Riemann 度量 ds}, 

2) BN 中 的 局 部 么 正 标 架 场 , 它 的 水 平 提升 是 (e), B 


{eo} 是 M° HAATREP Le ERR, ARG L 
grad f: REA ey RH, 因此 


Gy = Cyr grad Fs 
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soc es ZEAL EELER. SETHE PCM 的 平均 曲率 向 
量 为 | 
H = — KV pabis Cad es 
= —6,,¢V,, grad fe @.>¢, 
= > Gn (Af est Ca {V,, prad fry Op) Oa, 

HE Riemann 浸没 的 性 质 oV., grad Ff. A il By, Br Eh 
{Va grad fe, ero TIE ELER gG 又 考虑 到 人 .2 式 ， 因 此 ， 
H fe ab As Jr at By 

RiNW AAR HSS, PRS Sao ae 
a ae FR 

H3 i MiM M, 是 Riemann 流 形 ,人 MG, 是 紧 致 李 群 ， 
EMPRESA M 及 M, pt BIA, JiM 
—> M: ERRE, Smithe ELT FISEER, WERE 
gE MEM 成 立 

fp =pl) f), 

ERK F RAT AS o 的 等 变 映照 。 

WHE pE Mi, Ho, E Gi 在 Di WREATH. Cio.) 是 
21 Æ G 作用 下 的 轨道 , 它 是 齐 性 空间 G (pi) ~G,/G,,, oth 
道 Gi(p MM Ga (p), WR G,, FG, 在 人 hale, MAARA 
W. PEG, PEM) WIA WM, BE 
SUES (H), 它 的 所有 轨道 的 并 构成 一 个 开 身 密 子 集 ， 并 有 旦 成 … 
流 形 MT= {p EM, Gne (E) 0， 显 然 有 自然 投影 fi nt 
好 /G， 在 M3/G, 上 可 自然 地 定义 一 个 Riemann 度量 ,使 zl 是 
Rierann 浸没 。 它 的 纤维 子 流 形 基 在 如 :作用 下 型 午 的 轨道 ， 同 
REGS MZ Alm, WR Sf, MoM: 关于 同 态 pe GG, 是 等 变 映 
照 , ETIESE EREN, 那 末 , 了 显然 是 关于 Riemann | 
PE m, 和 m: AY SPAR, 

特别 地 , Ree Se Riemann 浸没 2, EM Hy Bae HM 
f: E>R, MER ST RRM Lee f. 

Be o EME RS ERR, e 是 更 的 水 平 提升 。 设 
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{so} RIE ZERRE. WE, le, eo} HME PH ERE, 
BR fata =0, Fyre Tueer= fa。 因此 ,有 
\df |? =<F,@, f, = |af 2x, (6.3) 
另 一 方面 
of) = fie: = Jati = 8,( fer, 
€.¢:(f) = 2,8, (FY ox, 
(Va (Ff) = ü, 
(Ve. = HEF), 
Ep H Er TRIBES, CEKEAEH. RR 
zj 
CALERA TERAP EENE 
我 们 得 到 
Af =(4fjen-H(f), (6.4) 
其 中 了 表示 底 流 形 弄 上 的 Laplace 算 子 。 我 们 这 就 得 到 下 列 命 
题 。 
命题 6.2 tka, EM REER )ETSREH Riemann 
浸没 , 那 坟 , 了 是 员 上 等 变 等 参 函 数 的 充 要 条 件 为 它 在 底 济 形 并 上 
的 诱导 函数 是 等 参 汕 数 ， 特别 地 ,了 是 staat 上 美 于 sis?) 
作用 等 变 的 等 参 梢 数 的 充 要 条 件 为 了 是 CP"(@GP") LES mR 
数 。 
我 们 将 利用 命题 8.2 来 构造 射影 空间 之 闽 的 调和 映照。 


§6.2 约 化 定理 


本 节 将 给 出 关于 Riemann 浸没 等 谈 调 和 映照 的 约 化 定理 , 它 
们 概括 并 推广 了 寺 去 一 些 特殊 情形 下 的 约 化 定 惠 . 

定理 6.8135] 设 ry By» M, Al mo, Bs 一 Ms 是 Riemann $ 
B, Hi SETH Pe 吾 | 中 的 平均 曲率 向 其 , Be 是 纤维 子 流 
E F, 在 Be 中 的 第 二 基本 形式 . Hef, WE, 是 水 平等 变 上 映照 ， 
A, Mim Me ES SRA, J 表示 了 在 纤维 上 的 限制 。 那 术 , f 
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EMPR, 当 且 仅 当 f+ 是 调和 了 上映 咎 .并 且 下 询 条 件 成 立 ， 
t*(f) + BoC f 615 Jaf) f,41=9, (6.5) 

其 中 fe) (=m tl, --, m) ASE A, ERRAR A ER, 
t* (万 表示 T( 广 的 水 平 提升 。 

注 6.5) 式 左 端 是 Be PH KF, MRE REA 
场 , 那 未 各 .号 式 的 确 是 的 化 方程 。 

纤维 子 流 形 Fs 在 Bs 中 的 第 二 基本 形式 Bs BARAT SP, 
ONF: 上 的 截面 。 定 义 f*heT(O*FRQXF:) 如 下 ， 对 任何 
U,VeTr, 

F* BU, V) = Bi f,U, fV) 
Mk 
Bifa, Fue) = trace f "BE T(N F2), 

特别 地 , WREE e: 中 基本 向 量 场 , 而 且 H bee, 中 的 基本 向 
Eip, 那 末 , (6 DABA MTR, 

证 明 RM PHRMA ERM), CH E 中 的 水 平 提升 
为 tea, Be eo Æ E 中 纤维 子 流 形 的 局 部 各 正 标 棵 场 ， 那 末 ， 
{e ef 构成 五 : 中 的 局 部 各 正 标 架 声 。 

注意 到 fe: E E 中 的 基本 向量 场 ， 它 在 总 ; 中 的 投影 是 
Pt, Hm 是 E: PHBA, 那 末 


Vof ati Fe =0, (6.6) 
而 
(22, fatl = Voit 90s Viret (6.7) 
ZEB ABH. (6.60) AMG. 7ABRA 
Vire atin Uap = 9, (6.8) 


Hi Vie .e EFAA EHH, Vet 也 是 水 平 向 量 场 ， 它 们 的 
投影 分 别 是 Yi,s 7 了 wBr 及 Vno 因为 Wi 和 zt 部 是 Riemann 浸 没 ， 
A J 

Aoa (Vine Slt JaV) = Vi fae — fg Ves =t (Ff). (6-9) 
> 


t*(f) = Vief yt T fy Voreiy 
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TFET DEE: 中 的 水 平 提升 。 我 们 来 计算 映照 了 的 张力 场 ， 
Tf) = (VY, df)e + {Vedf}e, 
=V ipf elt — fa Veta + Viet wes) 
t (Vinot at) ~ fe Verte)? — Fy. Ve ee)” 
=t*(f) + BaF, fute) faH + t( f+) (6.10) 
如 末 上 张力 场 的 水 平分 共和 垂直 分 量 欧 为 零 ， 则 了 为 调和 了 瑞 照 。 
定理 8.3 立即 从 (6.10) 式 得 到 ， 
EMS. skit”! hr, M-RAR,N-RDWEMAN 
中 单位 速度 的 等 参 函 数 , 7， MN EXTIA PR BY AY k SE 
AA, BAS, F 是 调和 映照 前 充 要 条 位 为 
D) EERE HEER RH 了 -= 了 lwr: MeN ee) HE 
FUER BR 
2) a 作为 了 的 函数 并 足下 列 尖 系 
at + (Arjat —Hess(B) (fe fpe) = 0, (6.11) 
注 MFSA N A dr HR MF rv, in Hess(R) 
(Fas Jae) 只 依赖 于 7? 和 a， 那 未 ， 方 程 (6.11) 变 成 常 微分 方 
程 。 
证 明 Rv=gradr, O=gradR, MA, 我们 有 Fo =XM6。 但 
注意 到 
A= al, 
F, A, =f, (Vert) 
= Fy V 5.615 UY) 
一 一 {Vos grad Ta Efun 
= — (4r)a’i, 
Bi f es 了 er) = OVe ced ps BB 
= — Hesg (E) (fe Jacot, 
以 及 
t*(f) = as, 
那 末 从 定理 6.3 立 即 得 到 推论 。 
RG NG ERREF, HAAI Riemann 度量 ， 设 
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ACG MACE, EATE, 因而 得 到 齐 性 空间 人 yy AG’ He, 
HEEM GL RG, MR Riemann BH, FH m1, GGH: 
LIN ta G>H: BAAS M th ef 4 Riemann RH, on 
Ro, GG: Sel AHe 6(8 1) CH, BAKO BMG, 到 93 的 等 
TRR, 并 且 关 地 双 不 变 嵌 量 是 调和 的 。 对 诱导 映照 四 Gy 五: 一 
G/H, 在 文献 [48] 中 给 出 了 它 为 调和 的 充 要 条件 。 下 面 ,我 们 给 
出 竹 调和 性 的 男 一 充分 条 人 性。 为 此 , 先 证 明 下 列 定 理 。 
EGAN Beery, By MM, 和 m2, Bo, MAAS HG 
纤维 的 Riemann 浸没 ， 并 且 E: 中 的 水 平分 布 是 可 积 的 。 Oe 
f, Birk, AGAR, WK, CRS Tf, M> 
Ms. 
证 明 在 五 ! 中 选取 和 定理 6,3 HREM BATES 
teiy Gr, TERS V e 是 基本 向 量 场 , 它 的 投影 为 ViE6:。 了 的 张 
力 场 可 以 号 汶 
tf) = (WV. tf) e+ (Ve dfe 
= (Veen fed) ~ Vor Fug Qa” 
+ Via Fat t+ Vien (Seay? 
+ (Vief at) TH Ve Fut)? 
一 《了 :Wei 三 — hF aY 
一 了 (Ye 一 了 Ver (6.12) 
(feep 显然 是 基本 向 量 场 并 从 定理 6,3 的 证 明 可 见 
Vinel fse) 是 基本 向 量 场 ， 它 的 投影 为 Vi,ajs5:， 同 样 
(fsVeei)a RREA Ja Va) WEARS. BJERE 
Uj HAD, 因此 有 
Vinenr (Fn Oi? = CV Ucar (fy en"), 
Vite Fea? +t Vr (Fea 
=2(Vinegr Sut EACS ge) s (utd 
(Vief ato)" =0, 
(Vee rT =D, 
将 它们 代入 (6.12) 式 得 到 
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TF) = OCA + TPAD + (V ipen (Fei) 
+ (CF, 607, faep] 
+ 20V redr Fete DE FV te (6.13) 
从 了 的 调和 性 及 人 (6.18) 式 知 
Tf) +CV renr fre) DE =0. 
WH. 中 性 一 基本 向 量 场 2, 利用 Levi-Oivita 联络 ,用 Riemann 


度量 及 这 括号 表 出 的 公式 , 我 们 有 
Vaor (Sae), Dy = Ane [Fee ZI) =9, 
这 就 完成 的 定理 的 证 明 . 


定理 6.4 的 推论 ” 设 他 | 各 ;是 紧 致 李 群 , 吾 ; 和 于; 是 对 应 
FR. ed, 全 一 Gs BR OAD CH, 的 同 态 , 那 末 , 齐 性 空 
fel & PAD AYE BR ed, G)/H>G,/H, BAW, Rm, G2 一 
G/H: 的 水 平分 布 是 可 积 的 。 

在 36.1 中 讽 3 描 述 了 在 群 作用 下 的 等 变 映 照 。 利用 上 述 定 
理 6.4 的 推论 和 定理 6.3 就 可 得 到 这 种 水 平等 变 英 照 的 调和 性 条 
tF. 

例 4 在 下 列 交换 图 中 


f 
Ey, £y 
Ei — PrE | 
Mi ,Ms 


WES PR RA, PASE RÉ Fi m r ARER. R, 
FER, 上 的 限制 ft 是 局 部 等 距 , 因而 是 调和 映照 , 最 然 站 是 水 平 
映照 。 现 在 , 我 们 有 B.C hye: fae) = Ha, CH F: E Ez 中 的 平 
均 草 率 向 量 。 当 E FERAS E: Ry, A baa 成 五 在 FE, 
中 的 平均 曲率 向 量 , WS. ER F ee, 中 的 平均 曲率 向 量 。 
RP RTE, ENE, LHR, RK, 6.5) RPAH 

t*(f) + P(E) =0, (6.14) 


这 就 是 在 文献 [86] 中 的 约 化 方程 。 
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$6.3 等 变 变 分 公式 


这 一 节 , 我 们 来 推导 等 变 变 分 公式 ， 

EG. SE y f, Bi +H, 是 关于 相应 Riemann 漫 没 的 等 
TER, MSR Aa tC) 是 Ba 中 的 基本 向 量 场 , BRK, f 是 
调和 上 映照 的 充 慨 条 件 为 它 是 能 量 积 分 关于 所 有 等 变 变 信和 的 临界 
点 。 

证 明 ”只 要 证 明 充 分 人 性。 取 变 分 观照 ， 和 合 对 应 的 变 分 向 量 场 
EPES) 

F Cp) =expyin E ACF CDEC, 
其 中 由 是 BE, 上 和 任 一 具 紧 致 支 巢 的 等 变 函 数 。 显 然 可 见 ， 底 流 形 
M, 中 从 任 一 点 P 出发 并 与 HET EM: MAMMA KE 
ps 的 朵 线 必 是 从 pz 出 发 并 与 如 AO Ea oh a MR, Hp 
Hy thy = tg, HE, 
Nao fi (Pp) =expronp Tot RECTI) Ja 
若 记 tall) =T), nig 
Hgo fs CP) =expF wit) (t hof pE CF) Cr (p))), 
这 说 明 f: LA ERRES 的 等 变 变 分 。 根 据 第 一 变 分 公式 ， 


Sr BGO), =f, est, rf) 1 


= -| ho FrCF) 2x1, 

根据 定理 假设 上 式 为 零 , 这 迫使 7(f) = 0。 
对 一 个 水 平等 变 映 照 ,是 否 存 在 水 平等 变 变 分 嘱 ? UE Ok Me 
ae FAO, oR OK RH. WK, MERA bat 
Fp) = expr to 是 映照 了 的 等 变 变 分 。 我 们 来 说 明 它们 同时 是 

KERR. FEE 对 任 一 水 平 向 量 we H(p) 
fieu _ Afs(e(s)) 

as 


号 
| 


其 中 e(s)c E, o(0) =p} H of0) =u ERMA HR 
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f.p) 的 Jacobi , 

关于 漫 没 的 对 应 点 建立 规范 局 部 坐标 , 然后 考察 Jacobi 方程 
的 涉 平 部 分 和 算 直 部 分 可 以 断言 * 底 流 形 上 的 Jacobi 场 的 水 平 提 
升 恰好 为 全 空间 Jacobi 方程 关于 水 平 初始 条 件 的 解 。 在 我 们 现 
在 情形 于 ， 


r= 4 feo(s))| 7= GF FeCotsy)] N 
HFA MIO = feu HARFA., SRASR™ 
VY = (VxY) "+ 50%, YY, 
其 中 X, 了 都 是 水 平 高 量 , 我 们 知道 
Vrid =Y Or, 

也 是 水 平 向 量 。 综 合 上 面 讨论 ,我们 有 下 面 的 命题 . 

命题 6.6 对 任 一 等 变 水 平 映照 fi BLE, 总 存在 具有 基本 
蛮 分 向 量 场 的 水 平等 变 变 分 。 

现在 , BRATS tht SEE OS AR AK. 

定理 6.7 Wx, HM, 是 Riemann BH, CHALE Fit 
É F RR RAH BOE nE A, 是 基本 向 量 场 ; 设 22: Bp 
M, 也 是 一 Riemann 浸没 ， 它 的 纤维 子 流 形 F: 的 第 二 基本 形式 
iB, RS, Bork, BEF A DKESRER EB, RE 
trace( {" Ba) ft E: 中 的 基本 向 量 场 。 那 末 ， 对 任何 等 变 水 平王 分 


fa EE, 车 它 的 变 分 向 量 场 亿 = of ERRE SB ty 
本 向 量 场 , MR Fak 
5, BO |... = -| 0 (F) + F, grad log v) 
+B ats Fees), Eyal, (6.15) 
二 的 投影 。 
SEER ”选取 Mi 上 的 局 部 么 正 标 架 场 好 }， 满 足 Y; 8 0， 
它 在 By 中 的 水 平 提升 为 {ey ,并 了 纤维 子 流 形 Pr LW ERR 


159 So SPA 


led, BK, {et eM A: PM RMB ERE., BIA 
Jaf |? = Sitis Fena) + Cfiness feta), 
A Riemann 浸没 的 性 质 , 得 到 


d pee 14 ot, Zan. 
at ECF.) To ale. iF snl D væl 


1 g 
+o |, fete fae del, (6.16) 


rh o e Mi EAM, Enh PME F 的 体积 所 定义 。 对 (6.16) 式 
有 端 第 一 项 , 计算 得 

Z Va (fur Foto) = V g Feti Postion 
7 = Vg # ro f ee Jio 


_f _ 
= \ (Vi AF YS at -+ Fa Fii 
avi ,oF (Fo 2, Vanai) 
“Vik Foe S F whi) ~ (Fe 和 Vi (odf) \ 
oF Ê pfaf 
= Vai Fm ae ey 一 Se Er Fis grad vy 
(Jes T? TEAD 站 . (6.17) 


根据 Green 公式 ,上 式 中 第 一 项 积分 为 零 , 这 就 得 到 


x at |u, Fete Fazon 


E jz @ 3,3 \, 
一 -| fis Bt? ot F:) + fis grad g 1, (6,18) 
而 对 (6.16) 式 右 端的 第 二 项 , 有 


5 Via < fists, Farbe) = (V a fin@s, fet) 
at t= at 


fo 


Ff é y ‘ 
te EE 3 orf unes ) 
=¥,, Cu, Fse — <w, \ cad tats? E | 


-y /f 2 \ 
= Vai fo Bi’ Fans ) a 


+ 站 
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一 - <u, BF yess Feee (6.19) 
ERR TUR RUE M., 6.18) AAG. 19) A T.16) AE 
得 要 证 明 的 (6.15) 式 ， | 

FTE, 再 米 计 算 等 伙 第 二 变 分 公式 。 从 (6.1 站 ) 忒 得 到 

aly, Vv 4, V5 Go Jea) «1 


\ 
-| 《Ya Fa 2, (Vod, yE; j 


-f Fo - V2 (Vad J.) 6) del 
= -f (Votes aH? (Vaivdf,) a ya 
-人 《元 2. p (Va .aol 无) yl 
- | uA F Z, | Facts fe, ) Fads wl, (6,20) 


注意 到 
(YaV 2 (vd f.)) E = Vs;, Və OF ud 


=V.0(V 2 af a, 
gt 

= Vo Vora) 

=V; ovrdf, Sr) 


一 YY Fo Vea Pn- 


期 (8,20) 式 化 为 
zh Y ~ Vv 2- (fae Fea) «1 


= -fy KV 2 4 fat TEE (Ve0df,) 6.) #1 
“fk (OV Sen by + “mF, Few ar Ft 


> ô PEU 
+ Veraav cx at? Fis grt (6.21) 
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而 从 (6.19) 式 , 得 到 


VY 2. Vv 2 fess fersa) 


= Vo vf :fees )- ‘on 六 Vefe. ) 


Lind, VaV. fe, ). (6.22) 
$i B22) EEEE, Ve w (hoe i fel Fe 3H, 
VaVe TE- -n er 


#=0 


=YV al fee Sy 
=V, Coreas de fue) 
/ 2 | 

+ Ad 2 + Ving fonts’) 


=V..Vem, fa ee + S» vy) 
= Vz, (Wats fre + Vinee, 10) =0, (6.28) 
FH 
Te V2 2df.\e+R™ ( firess fre 元 ) fue, 


Var Vo fre + Ae (Fires, face Sy Fee, 
(3.24) 
将 (6.23) 式 和 (6.24) 式 代入 (6.22) 式 得 到 
1 


可 Va V2 lfrness Jaep z= 


= 一 《VD BCP Css fata)? — Via ie, W) 
+ {BF gts Ea)s WBF 62, Ea), W) 
— (RECS es WF yes, W), (6.25) 
SKA(6.21) RACG 25) 式 ， 我 们 得 到 了 下 列 水 平等 变调 和 有 映照 的 第 
二 变 分 公式 。 
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Je tf 6.8 
a? E 
AE (Fe) |, 


= -| Cova 十 wR fen w) Foi + V pradet’s wyst 


-f [VEVE e, W) + RE es Ww) Pes, W 


— <B(f ye Eads WKB Fute Eas W]*1, (6.26) 
我 们 可 用 公式 (6.26) 来 定义 等 变 稳定 性 。 在 很 多情 形 。 和 稳定 
调和 映照 上 共 可 能 是 常 值 映照 。 如 球面 S"， 当 n3 Nt, BE RETR 
稳定 调和 映照 的 始 流 形 , 也 不 可 能 成 为 象 流 形 呈 131。 这 些 结 果 
的 证 明 是 将 Laplace 算 子 第 一 特征 函数 的 梯度 向 量 应 用 于 第 二 变 
分 公式 得 到 的 。 人 得 这 些 特征 函数 并 不 是 关于 Riemann 浸没 的 等 
变通 数 ， 所 以 这 种 证 明 并 不 适用 于 等 变 稳 定性 。 这 样 看 来 ， 一 个 
不 稳定 的 铀 和 贞 早 ， 有 可 能 是 某 类 等 变 稳定 调和 瞻 照 。 换 言 之 ， 
在 某 种 等 变 映 腿 的 框架 下 ， 可 应 用 变 分 直接 法 来 找到 新 的 调和 时 
R. 


$6.4 关于 球 同 伦 群 的 调和 代表 元 


在 1975 E, Smith 利用 球 调 和 甫 数 记 定义 的 二 个 球 到 球 调和 
REMIR (join), 将 调和 性 方程 作为 党 微 分 方程 。 藉 助 于 方程 的 
物理 解释 , 他 进而 证 明了 常 微 分 方程 育 解 的 充分 性 条 件 ; 据 此 得 到 
了 一 大 类 球 同 伦 群 调和 各 代表 元 的 存在 性 中 十 多 年 了 以 后 ，Ratto 
进一步 分 析 了 Smith 的 常 微 分 方程 , 在 他 的 博士 论文 中 得 到 了 方 
FA RNA FD AEE, RA, 在 与 他 人 合作 的 论文 中 得 到 了 
FEAR RESON, REPRESS ee A 
MOFFAT RAT ek PTS, Smith 的 构造 给 出 了 Xn(S")， 
mE AYU ALAR Be 70 A FF EE 而 常 微分 方程 问题 的 彻底 解决 只 说 
BT PPPOE AY PRE. SOR tS), m8 时 调和 代 圳 元 的 存 
在 性 问题 是 重要 的 ， 丘 上 成 桐 和 和 Kells 等 都 将 它 作 为 重要 而 未 解决 
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的 问题 公开 提 济 来 , 见 交 献 [4 的 问题 集中 第 112 问题 以 及 文献 
[31] 中 第 二 部 分 的 问题 . 夫 。 为 此 , 作者 研究 了 这 个 问题 ， 战 功 
HAET- -个 新 的 等 变 凋 和 映照 ， 从 而 给 出 了 遍 维 商 数 维 球 有 鬼 同 
伦 群 奇数 类 调和 代表 元 存在 性 的 肯定 向 管 呈 1. 

Smith 的 构造 可 解释 成 关于 等 参 函 数 不 变 的 一 类 等 变调 和 映 
照 , 因而 可 解释 成 关于 Riemann 溉 没 不 变 的 太平 等 变调 和 跌 照 。 
本 节 , 我 们 首先 用 本 章 前 2 节 所 建立 的 理论 框架 导出 由 Smith Fy 
造 的 常 微分 方程 ,然后 介绍 这 个 方程 的 丁 伟 岳 解 法 , 以 及 Smith H 
造 不 球 辐 伦 群 译 和 代表 元 癌 题 中 的 应 用 。 最 后 ， 给 出 作者 在 痪 维 
奈 同 伦 王 调和 代表 元 问题 上 的 最 新 成 果 。 
6.4.1 Smith 构造 的 常 微 分 方程 

在 球面 SO TS BENT RM, 设 ES"-!, 它 必 可 写 为 

4=(X sins, Y coss), 

Hi Xes, VES, p+g=mn, sc| 0, x |. TRII, 当 
x0, ghh \ds/?=1, RE s 是 8" -1 上 的 函数 ， 记 ds 是 它 的 


PRB. BROKE M: 的 主 曲 窑 和 主 方向 。 对 任 
iq ZE 8°", FEE ZEM, 过 Z 作 正 交 于 M, 的 测 地 线 7, È 
ESP Ay, HE ST) HE Ze, RA MIE S? 的 入 正 标 架 场 


{@s} 沿 测 地 线 平行 移动 到 2 除 近 得 到 | atte}. 取 2Z2 附 近 Se! 
HX TEAR Lea), maaa ?平行 移动 到 2 附近 得 到 -各 -|， 
MALS Elo <i UR Sb ZADEN A ERRA, 


Bin S COs 3 


HS 是 四 ,的 单位 法 向 ， 由 直接 计算 可 得 


a 
Vi de TES sins? 
以 及 
他 fa 
Vs Js ‘8 * cose * 
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据 此 即 得 
ds = div grad s 
-f a č; \ é Üa 
Be “sme /t t. Øg’ Coes 
f 9 0 \ 
H Vege? Zs) 
=(P-Ī)ctg s- (g-1)tgs 
BHIE s 3g Se NS 1 Se’ 上 单位 速度 的 等 参 函 数 ， 它 的 水 平 超 
曲面 bh ctes Rp-LBEWe, Utes Po-lBE yy, 
它 的 平均 曲率 量 为 


H=((g-ltgs—(p—letgs]-<-, (6.27) 


设 fi, SS! 是 能 量 密度 为 常数 BIR, Èh 
次 齐 次 调和 多项式 所 定 久 ， 和 M1 = 天 (用 十 而 一 2 和 fe, Stt+8e-! 
FA EU A CIR, EHI 次 齐 次 调和 多 项 式 所 
SEM, HHA a=b+ 9-2), Smith EAB f, Sr St 
U Sarl NSIS 

f(X sins, Y cos s).= (f,(X)sinr(s), f2(¥ cos rfs)) 

(6.28) 

THREES NSA wes AS EMSS er 的 等 
AB HR, Sf EEK PRR ER, SE, 我 们 可 应 用 定理 6.3 米 约 化 调和 
性 方程 。 首 先 , 由 于 fl 和 fz BA, 因 f+, W,-S8?-'(sin S) 
x Se-!(cos s)+M, =S*"l(sin r) x 5-1(0c089 r) AVA PMR AL ke 
样 , 根 据 定 理 6.3, 了 RAER LATS .5), GR 
a 
cr * 
设 单位 速记 等 参 函 数 re SOR 的 水 平 超 曲面 的 第 二 基本 形 


式 为 Bs, WHEW, -ft |e Lime EE 


T*(F) =r” (6.29) 


Sins” cOss 


H. WE, AOI ARR MAR AY FG 
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B,{ 记 Fas ain s ae) Bi fa of sp? T” coe 3 ) 
Balf y Cis fye i) +. Be(fueo, fx a) 


7 ane 


= a 《fs Ei, Fy eÈ 


ð 
tha S utos Fut damier 2 
-sinf r 
ginis 


2 
+ Los ere Fa, a) ar- t tgr “er 


As 4 , ĝ 
> (a - Bin? in oomr Be 
#5 (6.27) sh, (6.29) Am (6.30) RATA (6.5) A48] 
r"¥4[(p—-Lotg s— (¢—1) tgs]r” 


Ag 
+ (4 — aie jiin rcesr=0 (6.31) 


{fibi fis? i ar- wig ro 


(6.30) 


0<8<5 , 0<r< 5- 


这 就 是 Smith 构造 的 常 微分 方程 。 它 相当 于 在 变化 重力 作用 下 A 
有 变化 明 尼 的 单 把 运动 的 方程 。 
PRI (6.28) Ra eA S*™' 上 ， 我 们 仍 用 同一 记 BR 
A: F,y8" 1-8"), CRRA 
由 (6.28) 式 所 定义 ,如 果 s€ Se Set yy Sant 


7o-| Fil), me ze Set 
F22), WR ze Set, 
(6.32) 
sR rs) AE PAA RE, 由 (6.32) Oe ZR EH, 
lim r(s) =0, lim r(s) = 3° (6.33) 


3 
因此 , 对 于 (6.31) 式 , WE (6.33) RRI, (6.82) 定义 了 连续 映 
Ref, S" 1 一 S"m1， 并 且 了 在 M = ni EU SI E Apa far 
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照 。 利 用 截断 函数 技巧 ， 不 难说 明了 是 Sm! 到 S"! AAR 
照 。 为 此 , 记 é SR ARRERA F= iof, fe LAA 
意味 若 对 任何 加 E COM, RY) 满足 ( 见 (5 公式 ) 

| VF, vo #1=| IVPIC, veel, (6-34) 


E peT, RY, FFA FP PR BR 
0, 40ct<l 时 ， 
n(#) -| 、 
J, 4 i2 m, H 上 (有 | <e, 
Boman) 其 中 8 为 Sm-1! 上 前 面 定义 的 等 参 函 数 。 考 虚 到 


supp(l-%)={S<Z}, spn) = {7< s <} UR 


2 

| (Vial sl aek? | -sinz-: 8 cost! ads 
v1 
时 


ck fi s’-lde < L, 
+ 
这 里 *” 和 过 是 与 不 无关 的 常数 。 
HY $o = UA ME 


{VF, Ve- [VF PEC, vy} 
=| {VE, Vio- [VE] 3E, Yo) ol 
+f VF, VCL- mv) yal 


-f VEIE, | 


4RATASAM, HATE. 这 说 明了 了 在 Sm-INSe1 上 的 
弱 调 和 性 。 类 似 的 方法 可 将 弱 调 和 性 扩充 到 焦 流 形 S*-!， 从 而 得 
到 了 在 整个 S" 上 的 弱 调 和 人 性 。 

对 连续 的 弱 调 和 了 映照 运用 主 正则 性 定理 即 知道 了 在 8 上 
的 光滑 性 , 这 样 就 得 到 了 调 弄 喘 有 照 f, Se +89, A, 我 们 将 
问题 化 为 求 方程 全.831) 满足 边界 条 件 (6.33) 的 解 。 
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6.4.2 常 微分 方程 的 可 解 性 
Ag BBP OS ba o> Fy FE j 
r+ ((p —Lotge s- (q -1)tgs]r’ 
+(e sin r cas 7 =0, 
cos?s sints 
limr(s) =0, limr(s) = 5 
sF 
其 中 Ps GZ, An, he > Q 均 为 实 参 数 。 
Smith 在 文献 [L121 中 得 到 它 有 人 解 的 条 件 是 
1) (p~2)? <4), SE (¢—-2)?< dhe, 
或 2) p=gGgHA AHA, 
Ratto 进一步 指出 当 A =p —-1<5 TAA, 
ARER TEEM. 
EEG SDPN i Mig- 2) dep - 2), WERKA (6.31) 
在 边界 条 件 (6.33) 下 有 解 的 充 要 条 人 忻 是 
1) (97—32)? < ths 7 (6.35) 
或 2) (g—-2)* 24h, HA 
iCD — 2)? + Aha + /(g dh p+ g—4, 
本 书 将 采用 文献 [26] 中 的 变 分 直接 法 证 明 上 述 定 理 ， 为 此 ， 
考虑 由 {6.32) 式 定义 的 晓 照 的 能 时 。 不 难 计算 


= M Sin?’s A, cos? r 
— 2 
(fj = oj ( T+ — ast as Jods, 


其 中 。 是 常数 , Se AS aR TR, v=sin’-'s costis, 


令 


SiS a 
Jir) TG + cng +t costs Jods, (6.86) 


那 末 , Jy HA (8.31) F242 pW (6.36) BRK he A. RO, TD 
BLE PE 


(Ory, YO<s< im, 
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并 且 
3 
HIE oe (6.36) MFA. AEE FIR OR SP a 
X -re VANI 0, =) R} jal? - [fear tat) yds < oo i, 
当 p>2, g>2 时 ,根据 Sobolev 不 等 式 ,我 们 有 


limr (e) =0, limr(s) = x 
ge sok 


ʻ , 
至 

| a? SimpP-a38 6089 -1 sds <C sapat <C at", 
必 


UR fa sin?-! s cos1? sds <C jal. 
Hit, JH p>2, 9>2 时 有 意义 , FARM. TFS R 
ao, WE, EX p=0=2 也 同样 可 以 定义 。 

引 理 6. 切 ”在 凸 闭 子 集 X= (eX, Emy 有 
oxala) <5} 上 J(a) 存在 临界 点 r， 即 方程 (6.31) 存在 解 YE 
Ap 

证 明 对 任何 a(s)€ X, 定义 


i 


3， WB a(s)> 2 


@(S)=1 a(S), 如 果 O<a(s) < F 
0, 如 果 a(s) <0 
twa A ž 
记 G(s, a) a cee 
那 末 
$ 

F(a) =| [a+ G(s, a)jvds, 

定义 


Js(a) = | far + F(a, 四 ]ags， 
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其 中 
G(s, AMELOED 
PC, a) =) Ges, 四。 H4 Osala 
G(s, 0), 4 a(s) <0, 
显然 
Fat) = I*(a") <I*(a), (6.37) 


取 反 中 关于 的 极 小 化 序列 eE 及。 由 于 (6.37) 式 ， 不妨 
从 EE 人 0。 由 于 {48 必 有 界 ， 记 以 构成 五 中 的 弱 闭 集 。 因 此 ， 在 在 
TF, FILA (a), BMF re Xy. WABI, J* 在 了 上 
是 弱 下 半 连 续 的 ,因此 

Jr*(r) = int J*(a), 

由 于 正则 性 ,? 是 光滑 的 , 因此， 它 是 J*(7) 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
HME. MAT F(a) (ae) te X LR, or 也 是 (ay 的 欧 拉 -~ 
EHA HTE r 是 方程 (6.31) 的 解 。 

为 了 得 到 方程 (6.33) 解 的 边界 性 态 , (2 BEER tee et, 
Frid AC) =r (are tge), 那 示 方程 (6.31) 可 改写 为 

Ary P26- Cg- 2)e At 


人 二 
十 ee sin A cos A=0, (6.38) 
ev+e¢ 


Sh 6.11 如 果 7E X 是 方程 (6 31) 的 非常 值 解 , PRADO 
=7(arc tg ed 是 方程 (6 38) 的 解 ， 并 且 对 充分 太 欧 | 让 有 A> 
0, 以 及 


lim A(#) =0, lim A(t} = 2° 
Bl r 满足 (6.33) 式 : 


litar (3) = 0, dim rT{s) = 可。 
"= =% 


证 明 ”首先 注意 到 对 任何 tE R, 有 
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O<A(t) <2, (6.39) 


(6.38) WE FN Aw eR OM SMe 4=0)。 这 样 , ARE 


THER See XPS. A, A 也 不 可 能 取 值 9， 


& Va (12 2)e-(p-2)e" y, je: 一 je- 


F 


eper eae? 
则 方程 (6.38) 简 写 为 
A" =VAl—U sin Acos A, (6.40) 


i) 如 果 9>2。 PREJAK, HU, V ER, co) 上 均 大 于 
T. WIRE > R, W A (ip <0, BBA, 根据 (6. 40} 式 A” (hy) 
<0, ATES t>ty> R it, 我 们 有 A’) <0 和 4* (<0。 这 种 情 
eA (6.89) Rie. Bit 4 t> Fmt ACs) > 0, 

2) MRa=2, RRA, PU AR, oO LAL, MRE 
ty, h> R, 使 A (h) = A) =O, BAR, M(G.40) LIBR] A” Co) 
<0, A” (4) <0, BD to Alt, AWA. ROR, FEC, EOP 
De FEAL A RRR MELE, ACE") = 0, AG") >0， 但 这 与 (6.40) 
Wes. OR, Ste CR, oP AH <0, (SRNR 关于 
参数 4 的 连续 性 及 前 面 耳 MAR, MAPA. BPs >R 
By, A(t) > 0, 

ACA EE t FEAA RAA ME OR T ARR lim 4 的 存在 


Hi, AF HE (6.89) R, 必 有 序列 和 -ce, 使 lim AE) = im A” (i) 
= 0, ERO AA LAS WEY Ba (6. 40) BGS lim A (6) = 5, 

类 似 的 讨论 可 知 ，t 充 分 接近 于 oo BY, AIC) >0 E 
lim A(t) =D, . 


f+- an 


BAG .31) MARE Oy. 有 下 列 闭 果 ， 
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引 理 6.11 的 推论 ”如果 7E Xo 是 方程 (6.31) AN, Tir) < 
min (J(0), J($-)), WRT 是 方程 (6.81) 满 足 条 件 (6.33) 的 解 。 


考虑 到 0 和 可 间 的 对 称 性 ， 我 们 只 要 考虑 其 中 之 一， 事实 
E; 


OR a MEPS 


sin?-t a-3 
5 a sinis nr"ls cos1-3sda, 


-了 (0》 -| ae ds = - sin?’-!s cogs sds, 
因此 , HERE 
Mg- 2) =h (p ~ 2), (6.41) 
就 有 HZ)=FO), 
WER 4D) REAR, AUER (6.28) 式 构造 映照 时 交接 
SP- Fy Sen? 以 及 交换 Soo) Ay 8971 的 地 位 即 可 ， 
下 面 考 起 0 作为 本 临界 点 的 稳定 性 。Y 在 0 的 第 二 变 分 公式 
At E 
a 2 
I(t, u) = ff taf * 4. ETATE 一 ware Jods, (8,42) 


4 u=sinescos’s, Hipa, b ABM, WARY a>, b< 154 
Py, we X, 并 上 且 


F 
T 
Tu, u) =f (6? sin? s —25)sin?#*#-1 g cogt-29~3 gds 


= / a? cos? Ay 
+ (+ a S faba x z )sintsre- -1 g cost’ t-l sds, 
0 gin” s 
(6.43) 


x b aE 2S 2 时 , (6.43) 式 的 右 端 第 二 项 积分 有 界 。 而 当 M 
50-2) (6.43) RAAT — Ta IB 
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5 趋向 于 六- 和 (9 -2): 
趋向 于 6 时 ， 积分 发 散 ， 因此 , 当 hy > — BY, 总 可 取 


到 a>0 和 8< Lz, u=sin® s cos~*s, h I(u,u) <9。 这 说 明 当 


4ja> (9- 2)2 时 ，0 是 的 不 稳定 临界 点 。 我 们 再 来 过 一步 讨论 
4a <(g~ DR HIE OAR EEE, 
如 记 
， A 
Q(8) = Sats T costa? 


BB AC, FR AE TP AK (6.42) 可 改写 成 
T(u, w) = 全 -二 (ula) + Q(s)ue uds, 
We, AC 0, 各) 上 的 党 微分 算 子 


Lu = -$ (wo) ~ Que, 
那 末 ， 
I(u, w) = ulus, 
设 
po= inf {I(u, u); ue X, {weds =1}, (6.44) 
HATLEN SAAB EO, He [e g-e] 
上 考察 算 子 工 的 第 一 特征 值 问题 。 设 
HH,=1uE X, supp uc| £, -ej 
令 
m= inf { I(u, u), uc H., Fated =i}, 


它 就 是 算 子 工 在 H, 中 满足 Dirichtet 条 件 的 第 一 特征 什 ,， 并 且 对 
应 的 第 一 特征 函数 如 >0， 显 然 ， 对 e> 纪 有 HCH., Bika, 
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PE e HREN, HE pko BTL eo ORY, img Sho 另 一 方 


Bh, AE we X, | eeas = 工 $u, =n, 其 中 加 是 连续 函数 ， 


并 且 
0, 当 se (0, £l, [F-25 | 
T = l, 4 sef 2e, 本 一 28| 


线性 ,其 他 . 
PRA ULE H., 并 且 e+0 Bf, w, -th L (tig, Ue mE (us, uw, AO 
方面 i 
Ilt, t, ESAN weds, 
在 上 式 中 令 e--0, 得 
Tw, u) => lim pf uds = lim #,, 
Hit 
Balim He. 
这 就 证 明了 
limy, = Ha, 
如 果 Mo A PR, FF ABR SE uo BIAS, IBA, ty $2 (8.44) 式 所 定 
LERET- RERA 
Erig + Hegt = 0, 
Bp 了 
-H (wio) 一 Qua + puyv =O, (6.46) 
我 们 以 ta = sins costs 代入 上 式 , 比较 系数 后 可知 , 当 
a= z [vV EDTA = (p ~2)] 


b= [9 -2) ~ VU 2) a (8.45) 


k= (6-4)? — (b~a)(p +q- 2), 
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ti, JEM 42 (6. 45) oh a. 
SIRBGE.12 下 = 各 
证 明 首先 ， 


i(u,, ty) = 一 a, Dr, = Ht f uieds, 


所 以 
HoH, (6.47) 

AFH, HLE A, 中 满足 Dirichlet 条 件 的 第 一 特征 值 和 
AB YATE R Hh > 0, 

Up (Lat, + Hattat) = 0, 
以 及 

— ti, (Iai, + uut) =0, 
因而 


E a 


(its 一 站 | upt Uds = j (-u, Lu, + HD) ds 


Fr d d 
= | p “ds uht) -un ig (wpU) Jäs 


i F] 
= —U,,u,0 
E 


~E 


+ 


因 如 >0, u(e)=u,(F—-e)=0, AUSOR (7 eje 
0， 这 说 明 上 式 右 端 非 负 , 故 得 ee, 又 lim pe = Ho, 得 到 


Hos By (6,48) 

MEAAG. 48) RR BSS MAIC. 

以 上 分 析 说 明 当 4ae<(¢—-2)? 时 ， 临界 点 局 的 稳定 性 取决 于 
请 的 符号 , 即 上 <0 是 不 稳定 的 ,zz0 是 稳定 的 。 而 从 (6.46) 式 可 
H e< 2H-F b-a>d, Bl 

JV (p—2)? + 4h, + (g— 2)? - dhs <p +g, 

这 样 , 我 们 得 到 下 列 结 果 。 

命题 8.13 MÆ 


165 ， . ROR. Bey 

LL} dha> Cg - 2)", 
或 者 2) dalga- 2} IFAS p- T+ Vga aye a, < 
p+q-4, WE, ORJHARERAA, BUOBIHRERAR 

M51 6.10, 3] 6.11 以 及 命题 86,13 CABS E.D 
的 充分 星 部 分 的 证 明 , 更 在 再 来 证 明 必 要 性 。 首 先 , A TE F 
亲近 情 订 ,这 是 Smith 所 得 到 的 中 。 
OO RRI 设 方 程 恰 .38) 满 足 边 界 条 件 的 解 为 AC), BBR, 
M1) tr HH, (1-O(e-))} sin AC cosA()) < A/G) < 
(i +Ofe- cos AC, 2) %b+-—oo ft, (k-Ofe'))sin A{t}cog 
AÇO ZAM a (k + Oe) sin Ap 

证 明 设 HORAE M-P = VE Ca) tee Dr oe ARE, BD 

PH VTE an V 


BPF (6.40) RPM. EDE t 考虑 下 列 方程 
Bi(sy}=t* (f)cos B(s), sat 
TEV BCH) =A) PAB, 
sec B(s) + te B(s) = (sec ACE) + te AC) exp(it(s — 6}, 
因此 , 当 S-roo Hf, BCs) 严格 单调 增加 趋 于 go 并 且 当 see mt, 
Br(s) = —1* (sin B(s) B’(s) | 
= = (i*(8))*sin B(s)cos B(s) 
= Vit sin B(s)c0s B(s) — 4. sin B(s)cos B(s) 
<VB’(s) ~M sin B(s) cos B(s), 
如 果 Br) <A CE), HS BB) BC(3) 的 初始 条 件 , 从 上 式 得 到 
| BO < FAG) — 4, sin A(t) cos ALE) 
<VA/ (6) ~U sin A(t) cos AG) 
= AY (Et), 
这 就 导致 BO) <A (s) 对 所 有 st 有 成立。 这 和 limA(s) = 
lim B(s) => WFE. Ast, RIRA ; 


=i+0O(e-*), 
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A't) EB =i (t) cos BH = (+ O(e-*})cos ACE), 
这 就 是 引 理 6.14 中 了 的 右 端 不 等 式 ， 其 余 不 等 式 也 可 类 似 地 得 
# 
SIM 6.15( 基 本 人 先 验 估计 ) ber EDE (6.31) 满足 初始 条 
件 (6.33) 的 解 , 那 末 ,必定 有 I(r) <J (0), 
证 明 ”首先 将 方程 改写 成 
Ay 


a Me : 
7 Cor? y 一 wee —)sin T cosr 
da }= sinis  cosîsg , 


Ep 
从 (6.38}) 式 ,可 得 
dEr} ~J (0) = (T r+ (ms 一 rs )sin r |ods 
fiers oer. cs 


= | CL -sec rr?’ + (tg yer |", (6.49) 
另 一 万 面 ,从 引 理 6.14 eT tt, BARRA risa 的 美 
Z. 我 们 有 下 列 不 等 式 , 当 8 一 5 5 BT 
(1—0 (etg Dain rcos7/sin § cos 8 er’ 
«<i (1+ O(otg s))cos r/sin s coss, 
H 8-40 时， 
(&4-O(tg s))sin r cog r/sin s cos scr! 
<.(# + O(tg.s))sin r/sin s$ cos 8, 


由 本 这 些 不 等 式 , (6.40) AAS, ES 
Ji(r) —J(O) = f (I-set rr ds <0, 


A T EIN HE TERR e SSUES] BEP K TEDS RE 69 的 必要 
性 , 我 们 需 更 证 明 下 列 引 理 。 
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引 理 8.16 Hep, g>2, BRI, Xo->R We Palaig-Srrale 
AEC ARA PS IE): WR) a1 CX 是 局 J FL FRA, 
H4 ico BY, dT (a) 0, ARATE TE CO) WFP IEE Xo 中 强 
Wy aM 

证 明 妆 史 ,9>2 时 ，v RA. RA Ve) BAUR 
wE Xo 所 以 Clas inva A. AK 存在 于 序列 ， 仍 记 为 (a,), 在 
Ao PER MT tE Xo, FE Sobolev Bi AGH, 4 i, Joo 
DE 


fa, -avds—0, (6.50) 
BT 44, jo 时 ， 
dJ ia) (æ; — æ) 
= | aa,- a$) + Q (a, ~ a) sin ay cos a, Juds—0, 


其 中 


Q = Ar Ag 
gin? s COSTS 。 


HLEH i, 了 交换 得 到 另 一 式 , HBA 
[at (a,) 一 dS (43) ] {a,— a) 


= KG ~ a!) tods 


x 
F 
+ | Q (a, — a;) (sin a, cog a, — sin Gy 009 ay) vas m0, 


(68-51) 
让 我 们 来 合计 (6.51) 式 中 的 第 二 项 。 它 显然 被 


| Qim- avds 
Pst, mi 
| Ql, ~a) ods 
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ca 


for, alee 


x 
zZ 


[AË Jelierse | eeoa 


其 中 ce) ARKET © 的 常数 。 先 取 充分 小 使 上 式 中 头 二 项 充分 
小 ,然后 固定 e, 当 %, 了 充分 天 时 ， 第 三 项 也 可 任意 小 , 因此 ， 当 


t, joo BY, 
$ 
[1 @| Ce ~ a,)?oda-+0, 
代入 (6.51) 式 得 到 , 4 4, Joo 时 ， 
{ca — a!) tods +0, 


它 和 (06.50) 式 即 说 明 (&1) 是 X PRK A]. 
定理 4.17 后 eX, A Banach SAA HHA TR, fe 


O(X,, R). RACK, PHYA mE, néa, $ 
P= {pec [o, 17, Xo) r (0) = to, y(1) = M1}, 
Co=inf max fep(t), 


ver te& E01] 


和 如果 
1) oS inf f(z) >max{f (eo), f(m)}; 


2) JEX., 上 满足 (ES) RH, 
WE. Com 是 了 的 一 个 临界 值 。 
作为 其 推论 , 有 下 列 吾 果 ， 
定理 6.17 AH i Xo 是 Banach SRA H W n B T 
E, JEC Xs, R). RFAWTMMARRDA ai 和 ao, 并 在 
Xo tAE (PS) 条 件 ， AOR, DFTE 第 三 个 临界 点 a, 使 
F(a) > max{f (0), Flos)}., 


命题 6.18 设 了 (也)>7(0)。 方程 (6.31》 有 满足 边界 条 件 


174 be BTR 
(6.33) RATE B RPA OE XO RI KATE CRA. 

证 明 从 引 理 6.10 和 引 理 6.1 立即 得 到 充分 性 的 证 肯 。 如 
BP, 9g>2, Oc 也 ,是 强 稳定 痪 界 点 ， 即 (6.46) 式 中 的 上 >>0, 方 
程 (8 31), (6.93) AFB, FR oe, M38 6.15, 必 有 

J (a) <J (9), 
从 而 I(r) = inf 7(8) < 了 (O)。 将 “ 山 径 引 理 ” 即 定理 6.17 的 扒 
ib BY FAP oh ay 
Y= {ze X 0B), Vee | 0， it 
5) 6.16 的 证 明 , 了 在 并 中 也 满足 (PS) 条 件 , 因此 存在 Be Fo, 
tE J(B)>J (0). RH BX0, 2, PLL A LAH G.31), (6.33) 
的 解 ， 但 从 引 理 6.15 必须 有 (8B) < JO), RSIS. Ae 
4p, g>2, OE Xs 是 强 稳定 临界 点 时 ,方程 (6.31).(6.33) 不 可 
BEA. URE p, g PAA, MeO, $ p, g, M, Ae 适 
“oh. fi p, g>2,8>0, SNRs Re, D7 (6.91), (6.53) 无 
解 ， 因而 int J 了 (7) 守 4 (0)， 由 连 统 性 它 对 原来 2， g Ai, Ac 也 成 
立 。 另 一 方面 , 这 时 如 果 方 程 (6,31)、 (6.33) AMIE, HUES BH 
6.15 必 有 inf Jir)<J(9), 因而 矛盾 . a 
ri > ty 6.13 和 命题 6.138 就 得 到 了 定理 6.9。 
6.4.3 Smith 构造 的 应 用 

HH fi Sr- gP- F2, 52-lea, 作 它 们 的 并 Fifa 它 将 
Seva-l we pa pj 8S?+9-1， Beet, Hedy Ze Sete}, we Xe 
So, Yes a seo, 5 |, 

4£=(X sin 8, Y cog 8), 
那 末 
fif) = (f1CX)sin 8, fa(Y eos 8), 
当 fi 和 和 ff; BOG RT, AR EMILE deg( fifa) = dag Ji dee fay 
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lit, ESTE EAE A Of 和 fe 都 是 成 立 的 ， 

当 六 和 fs BIKA S RPE May, Smith 定义 

f(Z) = (f:CX)sin a(S), f2(¥)cosa(S)), 

其 中 a(S) 是 方程 人 ,33)、(6.35) 的 解 ， 显 然 可 见 ，f 是 同 伦 于 
Fitfan 

将 定理 6.9 应 用 于 下 列 情形 , OFZ) = Z, e SCO, kH 
韭 负 整数 ,而 取 faidi p = 2,4, = #?, Mgl, 4 2<g<bin, 
FE (6.91) (6.33) 47 wR, 因而 和 由 (8.32) 式 定义 了 调和 映照 f So 
一 Sel, ii deg(f) =k, 另外 妹 上 关于 过 球 心 任 一 平面 的 反射 映 
照 是 度数 为 ~- 圭 的 等 距 上 映照 。 用 反射 映照 与 了 的 复合 肌 照 可 得 到 
Se! 到 自身 的 拓 盾 度 为 EF 的 泣 科 观照， 2<¢<8, 至 于 总 到 让 
身 的 任意 拓扑 度 的 调和 映照 早 已 在 文献 [29] 中 给 出 。 考 虑 到 球 同 
sort Ma CSM 由 拓扑 度 所 刻 划 , 因此 得 到 下 面 定理 6.19。 

定理 6.19010 Y m<7 时 , 球 同 伦 群 xm(8”) 的 任 一 类 都 存 
在 调和 代表 元 。 

Smith 构造 的 出 发 点 是 基于 球面 到 球面 的 齐 次 调和 多 项 式 映 
We 1 和 fs， 一 般 地 ; 我 们 不 能 控制 象 球 南 的 维 数 ， 它 随 着 多 项 式 
次 数 的 增加 而 迅速 增加 。 前 面 ,利用 最 低 维 球面 S11 上 任意 拓扑 度 
HMR f1 AG SERRE CBD f=4) 的 同 伦 变 形 得 到 了 定理 6.19 的 
贡 论 。 为 了 获得 进一步 的 于 果 ， 希 望 大 更 多 的 球面 到 自身 的 齐 次 
调和 多 项 式 映照 。 已 经 知道 -大 类 这 种 映照 是 从 球面 上 等 参 函 数 
的 梯度 向 量 所 生成 的 。 由 等 参 超 曲面 的 理论 知道 球面 上 不 同 主 做 
率 的 个 数 g REEL, 2, 3, 4, 6, 主 申 率 的 重 数 只 可 能 有 2 个 不 
同 的 数 m1, ome, Hg 为 奇数 时 mi = 和 sz。 不 同 主 曲率 重 数 相同 的 
等 参 超 则 面 所 对 应 前 Cartan 多 项 式 是 齐 次 调和 多 珊 式 ， 取 它们 
的 樟 度 向 量 。 就 得 到 了 我 们 所 要 的 映照 。 在 文献 [501 的 第 8 节 中 
列 出 了 所 有 我 们 感 兴 趣 的 已 知情 况 。 当 Y= 引 时 ,定义 了 2 次 调 各 
EARMA 

Ay, Sisi, deg hl =0, 
_ hi, St, 
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fg, SU+S", deg hr=2, $=2, 3,4 
ha, 839% | 
4o=4h, 定义 了 3 次 调和 多 项 式 上 映照 
he So 8°, 
hg, S9-»S?, 
Mg=S Rf, ELT SKMAS HAM 
iq, S'S", deg fh, =, 
Ra 813.5515 | 
对 fg, Ag, 地 不 知道 它们 的 拓扑 度 。 当 维 煞 大 于 了 时 , 这 些 映照 都 
FE Af BE PR PA ER 

BERBER MAM, PAA EHO.8, 考察 是 否 满足 条 件 ， 
如 果 满 足 条 件 就 得 到 调和 和 映照。 特别 地 ,在 文献 [32] 中 ， 用 知人 和 代 
赫 定 理 6.19 中 fo-td yi, BS FRR, T9(99) 的 本 一 
类 都 存在 调和 代 党 元 ， 

对 球面 的 高 维 同 伦 群 ;情形 更 不 清楚 。 简 单 的 是 xz3(S?) = Z, 
HHT A opt 不 变量 所 刻 划 , 如 俯 所 周知 的 标准 的 瓦 opt 纤维 
EER A, DSS 是 x3C8) 的 生成 元 , 它 的 Hopf Rage A (A) = 1, 

引 理 6.206 fia, HM 是 Riemann SH, FAB 
B, fe MN EAARAHBRREE for, #-M ARAM 
RR. 

证 明 KEPKA IEPA {6 on}, file.) 是 基本 向 量 
场 , es 是 纤维 的 切 向 量 场 。 那 末 , a.e: MRR A ERR, Apte 
=O, ABA, ARERR KI SAR. 64) ERE 

Tf en) (a) = TC (E). E 
定理 .21 ££ r(57) H Hopf 不 变量 为 th 的 类 存在 调和 
REI 

证 明 设 fx; OS? EA k ANR, BEF Hopf 
映照 A, S9>S? A RIMER fae, MGM 8 20 MER A 
fa, 从 Hopi 不 变量 的 基本 性 质 知 

H(lfeof)= H(f) (deg f j= #8, i 
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注 XT Hopf 不 变量 的 定义 和 性 质 见 Husemoller 的 Fibre 
Bundles 的 者 中 第 196—202 页 ， 
6.4.4 另 一 等 变 映 照 的 构造 
在 m+ 工 维 复 向 量 空间 "m+! 中 有 标 淮 厄 米内 积 
(2, w) = > Zu 
Ch bT ARGS Re, EMEA Bide 
(4, =Re(Z,%), 
MAM 22 X++, W=U+iF., 
《2, w) =<{X, Uy + 4Y, F}, 
EO LAERA OURE m2) 
wee) ~ |S a | = UX IY + 4x, Y», 
iF EM eR Ste 上 的 限制 为 O, WE, 
[d@|?-16@(1-G@), 4@=16-G@(16+8m), (6 52) 
这 说 骨 , GERE S's? 上 的 等 参 函 数 。 当 名 =2 有 时 , €h Cartan 
作出 的 ， 而 对 一 般 避 是 由 Nomizu 给 出 的 。 从 (6.52) 式 知 焦 流 形 
对 应 的 函数 值 为 =0 和 日 =1。 当 9G=1 时 | 加 2|=1, 显然 如 
EQ (1) 落 在 集合 | 
Mi= tea, 2655, (6.53) 
其 中 Bm 是 实 空间 Re ay eR, Hees" 
T,M,= 77,8" + Span {te), 
所 以 法 空间 为 
N eMo iiy, yes", (a, Y? =}, 
the 以 ty ATTA Mo HENARE e cos t+ ty sin i, -Eii 
在 eae My, 有 ， 
N Me= {ety yE", <x, YY =O}, 
所 以 过 ele 以 erréy 为 方向 的 Mo 的 法 测 地 线 是 
e'*x cos E+ ety gin f =6't {s cos t+ iy Sin t), 


B Vinge 表示 RO 中 所 有 单位 正 交 向 量 对 (e, y) 所 组 成 的 
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Stiefel 流 形 , 因此 , 焦 流 形 Mo 半径 为 二 的 管状 超 曲 面 为 

Mf, = {e's (a cos i+ $y sin tjs (2, y) EF mete (6.54) 
事实 上 fa SV mM (i0, ZERRAJERA. 
其 中 a 

f (8, (2, y)) =e" (ecos t+ iy sin t), 
满足 F200, (2,9) =f (04m, (~2,~y)). HE (6.54) RAH 
数 卫 的 定义 式 有 
G (z) = cos* 2t, 

因而， 从 (6.52) 式 即 知 AANER A 也 可 看 到 另 一 
焦 流 形 对 应 的 参数 是 t= 子 。 因 为 相 邻 焦 流 形 沿 法 测 地 线 相 距 子 ， 


那 末 ， 等 全 本 于 的、 数理 沦 知 道 如 有 4 个 不 同 主 晶 率 ， 但 我 
们 为 今后 计算 方便 再 来 直接 计算 一 下 。 
BE 61, e, Omar 是 Rt! 的 标准 正 交 基 ， 其 中 6 的 第 邓 Ey 
为 工 其余 都 为 0。 取 PE M,, t 
p = (8, cod Ô cos #— g, Sin 6 din £, 
er Sin @ cost + g, cos 6 sin ?), 
M, RISE BA 


2 = { — x cos an t— y sin } cost, 


'—æBin f sini + ycos 0 cost), 
Hre ey) EV mte B 
= (¢,cos @, ¢, sin @), 
By = (-e, Sin @, e; cos 6), #338, +e, mel 
y= (e, Sin 6 sin t+ er cos 8 cos t, 
~ €, 009 0 Sin t+ 8; Sin @ cos $}, 


By = (—¢,Sin 8 cos t-e cos ẹsin A 


1 cos @ cos t- es sin 8 sin t), 


Bey Bry ty Por Le) BR PEM, BIE S By — ARAR 


§6.4 关于 球 同 伦 群 的 调和 代表 元 Li? 


场 ， 由 计算 得 
Va = = tg f(e, cos 0, eisin 6), 
Ve = si 
sgr “OBEC A; zn 9, g4 COS 0), 
a . . 
VY 2— = (¢, Sin @ sin #- g, cos 0 cos k, 
‘goa OF 


—e) cos 6 sin i — es Sin @ cost), 


Vie = (é, Sin @ cos t— g, cos @ Sin t, 


— @, cos @ cas $ — g, sin 0 sin ij, 


由 此 得 到 在 该 标 架 下 站 ; 的 第 二 基本 形式 为 


m-i m—1 1 1 
-tet 0 0 0 0 0. 
E | m1 
O tre O 0 0 0 | 
B=| © 0 —cigt 0 0 0 | 
z m-l 
0 0 0 —ctgt 0 0 | 
0 0 0 p 0 cos2ė: 1 
0 0 0 0 cos2# O /1 
(6.55) 


令 n+ wets Jara ia) MBA» 
(as Bo m, t, Sr) BRS Ap A ERR, I A ou 
Ba n, TE M 的 主 方向 ， 相 应 的 主 曲率 为 地下 -ctg i, 重 数 均 
ymn-1 以 及 tg(i+ +), -ctg(t+ 4) Be 1, 

下 面 来 定义 S241 到 自身 的 映照 。 

对 任何 ze Se, 必 有 te| 0, Fh reM MAS x 
Pro EM ORR, 所 以 有 8EAl Mie, y) Em 使 
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z= e" (a2 cos f+ ty sin t), 


Re MERA Ff, Sette S Imt 为 
f (2) = ett (a cog r(t) + ty sin r(?)), (8.56) 


h k>0 是 奇数 , 当 tE ( 0, Z) re (0, 王 ) 并 且 
lim r(#) =0, lim r() =~ (6.57) 
#0 t—+0 4 


BR, SAGAN. 是 有 意义 的 ， 它 是 关于 等 参 函 数 上 的 等 变 
RR. FARRER. SARS TSR ARR 


MM iy, Lm Ji (0, zy 0, F) 而 f H rE RE. 


从 定义 立 好 可 见 ft BRR, Tt, SMN MU MR E 
Riemann 浸没 .我 们 可 用 定理 6.3 来 导出 调和 性 方程 。 
从 前 面 计算 知道 M, A Samt 中 的 平均 曲率 向 量 为 


H = (2 tg 2t-2(m—L) cote 2 2, 


因此 
—-f f= (2(m—-lLetg 2t- 2 tg 20 t 2, (6.58) 
设 
¢,(u) = (cos @ cos Ee] cos w+ e, sint) -e sin ĝ sint, 
sin 8 cos f(é, cos w+ 6; sin t) +e, cos Pain t) 
是 M, PRE p= 0,(0) Lk ot(0) = 4, cos tH IANA, BELL 
1 g _ cosr 
fat: = cost du Ff (¢,Ct)) ye = cost “fe 


类 似 地 ， | 
Th, = Bis 
再 考虑 曲线 d(u) EM, TR p=d(0), UPO =r 为 方向 
d(t) = (cos 6 cos EÇ ~ 6; 009 ti + e, Sin wy 
-šin 0 sin ~ 6; sin w+ @ cos u), 
Sin 8 cos i(¢, cod 4+ €, Sin u) 
+ cod # sin ¢( -- 6; 8in w+ 6, cos ud, 


$6.4 FRAR (LAI 
FEK 
d — 
fer du f (d(u)) cad =¥, 
显然 


从 (6.565) 式 可 见 


3 
BEF utis fam) = ae BCO a) 


m- , 全 
= .一 <. sin r cosg f -— 
cog? £ or 


| mi ，， @ 
BF Bs £48.) = - aay sin f cos T — 
a 
Bifan, fu) = grasa og BFP + Fu Gp? 


wt fete) 


_ k cos 2r E 
“(sin ¢—cos ¢)* êr 
_ Reoser 2? 
7 ‘ KN Ör 
2 cos (44 7) 
k cos Dr ð 


BF ts Ft) = 一 Te’ or? 
- 5 x 
2 sin (1+3) 


此 外 , 显然 
(fran, 
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(6.59) 


(6.80) 


将 (6.58) 式 , (6.59) 式 和 C6.60) 式 代入 约 化 方程 (6 四 导出 调和 性 


Fee 
T” + (2(m—-L)cte 2t-— 2 tg 2i)r’ 
(= nt—1 


—_,-— -a , Jin rf cos 7 
cos? g sin? g ， 
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ECE E sin en + a) | 
-sin(r +2 Fjeos(r +t) = 0, (6.61) 


CRT FZ BRT A, 


(m—1)cos*r (m-1)sin’r 
cos? sin? t 


五 = ("| [rit 


k cos?( 7 + 1) k sin?(r + 4 4) 


4 yq (6.62) 
cost{ t+ i) sin2( t+ z) | 
其 中 %=8Sinw 1 2icos 2t, 事实 上 ,对 某 常数 C1, Oe, 1 + co R 


是 我 从 定义 映照 的 能 重活 遂 。 
6.4.5 调和 性 方程 的 可 解 性 
蕉 虑 下 列 更 一 般 的 常 微 分 方程 的 边界 问题 ， 


Ay Aa Jsi 
tf , 一 二 in F cos r 
q” 十 2(m cte 2 ~ mat 2r +{ aos? 1 zini i 


IOn sin? aalas +7) 7) 


„sin{ r+ F oos (r+ 7) = =O, (6.63) 
x refo FH, refo $), (6.64) 
linr) <0, imr =, (8.65) 

#35 pot 


其 中 ams, Mas i, An, M He LICH BR, 方程 (6.68) 是 下 列 
iz 的 欧 拉 - 拉 格 关 HATH 


4 A, cos" 7 sinir 
J= | rt ; ST, esis 一 
0 cose sin? t 


Ag cos?(7 + + hg sin?(r + F) E 
+ + 


2 Ti ran my 
cos (t+ 至 sin t+ 7) 
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其 中 = sin™ 2t cos™2é, 
定义 希 尔 伯 特 空间 


X= {re gi((0, i) R) | Irj- f 《个 72 二 rr2odi<oo | 
Sims, m >1 时 , 泛 画 J 有 意义 , 并且 在 雯 中 是 光滑 的 ; 而 当 m= 1 
(me = DB, 只 要 允许” BABIN, AA TR 


Xy={reX, o< 时 Oxra Z|, 


运用 下 理 6.10 类 似 的 技巧 ,我 们 可 以 证 明 下 面 引 理 ， 
SH 6.22 方程 (6.63) 存在 非常 数 解 9oE Xay BO<rox 


eh 


证 明 对 任何 rE X, 定义 
t T 
Z, WRO 
r*(t) = v(t), mpor (t) (6.67) 


MA r"e Xe ic 
AM cosir | Ae Sin? r 


GC, 1) = osn gin 


_* cos?(r + dacos(r +g) h sin? (r + (rea) 


3 二 2 
9 z) eD 


那 末 
| J(r) -| Trias Gt, >] vdt, 
定义 


I*r) =f opts FC, ry leds, — (6.63) 
其 中 
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af A 5): mra) > 
POO) Gu, 0), 如 果 0<r() < 于 
Gd, 0), Wmr) <0, 
SIRT BL 
T(r) = JAI Cr), (6.69) 
这 意味 着 
inf {J ir), rE Xo} =inf {J *(r), re X}, 

Bir EJ * HEX PAR, EAA (6.69), 不妨 设 
rex, BT} BAH, ABSA, ARK, ATEAK 
RF née XQ WERE J” EX PER PEE, 所 以 

I*r) =inf J*C), 


又 南 于 正则 性 ,所 以 76 是 光滑 的 并 且 满 足 4" 全 的 欧 拉 - 拉 格 朗 唱 
方程 。 AMR IS (eA (rE Xo EA, Al vo bÆ J (4) 
AY EK TYE BS TR, BP ro EA G. 83) AR, EERE 
TERA BUR, 因此 引 理 得 证 ， 

我 们 再 考察 方程 (6.63) 非常 值 解 的 边界 性 态 。 为 此 作 直 恋 


HR te t= or, Har (=e (HLL) wy ACs), WR WH 


(6.63) 化 为 


A + Dts) sA + P(s)ain 2A +4Q(s)cos24=0, (6.70) 


其 中 
L(s) = (ra ~ Dem hm De (6.71) 
P(8} 


„Ae {e +e- "= Vit om )— mee te vitet) 


{et + et)? 
(6.72) 
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Q(s) = wate tet vhs oda eee’ +6 —V/lie? 》 
(6.73) 
由 直接 计算 可 知 P’(s) > 0, Q’(s) > 0, 
SI 6.23 BR MSh 并 且 Aga, ME r 是 方程 (6.63) 
的 非常 值 解 , 那 末 A’(s) 0, 并 且 


lim A(s) =0, lim A(s)= 三 ， 


y- = Pp py 


‘= i 让 = i m T 
BI r’=-0, lim r(t) 0, ng a 


WE BA 首先 ， 对 性 何 se R, 
0< 4(s) < 下， (6.74) 


Bl, AA FER fk AGS) =0, AAP RE, 

1) 4 A’(s) =O Bf, HF Aga, 的 假设 ， 从 方程 (8.70) 可 知 
A” (3s) <0, RERE S EADARRA, AAR re XH 
F JA. 

2) 5 A0 A RR RSM rE X, 的 假设 
aa A 

类 似 地 ， 不 存在 s€ R, 4 A(S) = uS 

如 果 存 在 A (80 <0, BR, 存在 包 售 So 的 最 大 区 间 (s 52), 
使 8E (81, 82) 时 C5)<0, 其 中 51 和 83; 或 者 有 限 或 者 无限 。 在 
这 个 区 间 中 ,方程 (6.70) 可 改写 成 


Af P(s)sin 24A 2A 
人 + L(8) =~ (3 ) sin -广电 (008 . 


D(a) = 2( ar +E(8) } 


_ _o P(s)sin 24+ Q(s)cas 2A 
V (8) = 2 
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iA U.(s) =V-(s), 并 且 了 (s)=1 蚌 线性 方程 . 
Yi(s) +U,(s)Y (8) = Vs) 

的 解 。 注意 到 它 通 解 的 表达 式 ,我 们 有 


def Nis 
-3 a (6.75) 
其 中 SE (sb 82), cE 如， 再 分 下 列 三 种 情 祝 讨论 
1) 如 果 s 和 8 都 是 有 限 的 ， 那 末 A(81) =A) E 
接 计 算得 
Ds) 【人 十 8 
NW (s) = -2| (Psin 2A + QCu)eos 24) 4 
‘(Tre Hl mi + err)! dy +e, 
那 来 ;对 所 有 SE (8, 82), A 
Ns} =D(s)>0, 
N (s) = D(a) = 9, 
N (8) = D(8:) =0, 
HEC SPN 有 局 部 极 大 什 ， 即 有 SECS #2), fi N'S) 
=0, AA, XKE P, A’(s) <0, 意味 着 .A*(841) <0, 4 
AT #2 (6.70), 43 
P(s,)sin 2A(8,) +Q(8,)cos 24(3,;)=0, 
注意 到 圭 式 当 A <0 时 是 严格 单 BMH, Aaa, ese 
(21, 82), 
P(s)sin 2A(8) +Q(8)c05 24(s) >0, 
将 它 代 入 六 (8) 的 表达 式 即 知 ， 对 任何 $€ ts1， 82), N'(3)>0, 
m- NCS) =O, 83€ (81, SFA. 
2) #5: APA, M s=, 那 末 从 (6.74) ARAME 
Ton KA ben To, ATERS ALN BAF O, 而 六 (81) = 
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0, 344 s>s, W(s)>0, 因此 ,存在 $3€ (sb co) ft N7 (s3) = 
0. BBA, FG LF CREA 

8) 若 si= ~ co, IBA (6.74) 式 意味 着 对 任何 28>0 和 绝对 
信 充 分 大 的 负数 s FESC, -ELA <0。 奖 似 于 2) 
的 讨论 说 明 不 管 s 是 有 限 或 无 限 ， 总 存在 55E (一 00, 32) 使 
(53) =0。 然 后 取 绝 对 值 充 分 大 的 负数 51, 使 44(81) 00 和 
L(s1) >0。 那 末 和 上 耐 一 穴道 理 将 导致 荐 厦 . 

总 面 言 之 ， 对 任何 se R, 总 有 4/ (8) 池 0， 这 就 保证 了 极限 
lim A(s) 和 lim A(s) HEt. 


RE RNS RRR BA, MI lim ACs) es, 那 来 存在 
fo>0, HERAK, MH cos 24( 避 > ze， 另 一 方面 ， 南 于 
(6.74) R, 对 任何 5>0 和 充分 大 的 Se BA >So, 使 A(8) < 
e, |AN(s)| <2, WR EREA S 上 考虑 方程 (6.72)， 就 导致 
FH, REVERE P(s)0, OH, 

类 似 地 , 我 们 有 lim A(s) =0, 


从 引 理 5.22 #5] 6.23 就 得 出 下 述 上 苇 果 ， 

定理 6.24 如 时 入 三 加， Main BRK, RA(G.638), 总 存在 
六 足 条 御 (6.64) 和 (8.65}) 的 解 。 并 且 方 程 (6. 侈 ) 的 任何 解 是 稳定 
的 。 

IA ”只 要 证 明 解 的 稳定 性 。 对 方程 (6.63) 任 一 解 了 [的 ， 第 
二 变 分 公式 是 


I i r he Ay 
ete, a) = [iw 十 外 i( Jin? @ ~ oF OS 2T 


ha Aa - l 
ain 2r | odt, 
*( eos (tt Z) sin2 (ey rjj” 
其 中 0 =sin™ 2tcos™ 22, BIR, 对 任何 &E X, Iu, u)>0, 
推论 6.25 ”方程 (8. 估 ) 总 存在 满 边界 条 件 (6.57) 的 解 。 
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6.4.6 记 锥 球 同 伦 群 的 调和 代表 元 问题 

由 (6.56) 式 和 (6.57) 式 定义 了 82 到 自身 的 等 变 映照 六 其 
中 7( 纪 是 方 租 16.61) 满 足 初 始 条 件 46.575 BU SRR, H Pte SPY) 
由 Dam 到 自身 映照 的 拓扑 度 所 刻 划 。 下面 来 计算 deg (7 。 

3148 6.26 itf; StS! 是 由 (6.56) 式 和 (6.57) 式 所 
SSB RR, DRA, deg( f) = k, 

证 明 从 引 理 6.23 ir’ (SO, Ar’) 的 零点 是 孤立 的 ， 
roi) E + aR ERRA, BE EA E M, i CSA, 
TTE RKF Me, ETM) =Ma, X e 是 了 的 任 一 
EME, Weef te., MAESTE 6.61) 的 计算 过 程 可 知 了 在 
a 点 的 Jacobi FARETE signer) =1, 所 以 deg( 广 恰好 
等 于 z RATERS BERETA. 为 此 考虑 下 列 变换 图 


iS’ x Vines t, Sr’ XF i 


z| | Tg 
wW 


M; 一 1 Myra 
其 中 对 (zx， y) = Vea Leds fi SMA 
(8, EF y))—(kð, (a, y))s 


Ty ELA . 
(0, (x, ¥)) ef? (a cos t+ ty sin t), 
Re FEMA 
(6, (2, WI) ror cos r(f) + ey sin r(?t)), 

注意 到 fl 各 fs 是 局 部 等 距 和 二 次 覆盖 。 如 时 

z= e'*" (s COS TCE) + ey sin r(#)), 
BK, 它 关 于 maf = fom, 有 下 列 2k SR 

(e +e, 《zs v)) EN!x 了 -ia 
Ai 


(0+ ADE, {-«, -W))e SI X mehko 
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其 中 了 = 0, 1, +, 下 一 1。 因 贞 为 奇数 , 设 为 28 +I， 注意 到 


| wate | 


27 
ES Isat ™ TAR 
以 及 
(21+ lyx } ae tt | 
28420 fiabe] 28s +1 0 
fo, 2¢8-+b4+1) 
= {r+ OBa xh Diera i 
={7 ‘st? bs i 
即 有 集合 等 式 


girna) -| 
fo +- 28s +1 Faims2s O4at 


t 

ot zh 2a 
(mod 230), 

这 意味 着 Sx Fi 中 2k PAE za 映照 作用 下 只 得 到 M, oh k 
个 不 同 点 , ED deg( f) =k, 

从 推论 6-25 以 及 引 理 6.26 知道 ， 对 任何 >0, 存在 拓扑 度 
为 的 连 综 映 照 4。 将 它 和 SH 上 的 关于 球 心 的 上 反射 映照 复 
合 ; 得 到 拓扑 度 为 -的 且 照 。 另 一 方面 , 在 SM 上 的 等 参 函 数 
“的 正则 部 分 ,了 是 调和 上 映照。 运用 截断 函数 技巧 , 和 6.4.1 中 类 
似 地 , 了 的 弱 亩 和 性 可 扩充 到 焦 流 形 Me 和 M, E. WOR 
和 映照 运用 主 正则 性 定理 得 到 了 在 SP! 上 的 光滑 性 。 tk, R 
HENT FHRA. 


TEM 6.271 ERR ER Tim (SMD PEAR 
存在 一 个 调和 代表 元 。 


$6.5 用 等 参 映 照 构造 调和 映照 


在 本 章 第 工 节 中 , RIN CHT SSR eM, 也 说 明了 如 
何 从 它 得 到 Riemann 漫 没 ,现在 ， 我 们 来 给 出 具体 的 一 个 笔 参 跌 
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照 并 用 来 构造 球面 中 新 的 调和 肌 照 。 
MER PAVE Woe Seo! ay zea 
W = (X cos ricos ra, Y cos rsin rs, Z sin ?1), 
rp Xe Se, FE Se, ZES**(a+Ary=m), HAS, 


Fa <5 a 不 难 验 证 


laril:=1, [dri = 并 有 dr dra) =0. 从 直接 计算 


cosir 

还 可 得 到 

dri= (r —1)ctgri— (at+B—1)ter, 

dr = (B-l)ctg r- (a—1}te re, 
HETI K, T= (T1, v2): Se"! R? 是 秩 为 2 HSSE, 在 等 参 
狂 照 了 下 的 正 贴 部 分 是 M= SPS IY Se 18 EEr F. 
HRA N? = Kar rE R*,0<r, T< a 在 站 "上 存在 唯一 
的 Riemann BF 2s3， 使 x, M'N? Be, | 

dst = dr? + cos? r,drj, 


另 一 方面 ;对 S"! pot AMERA 
(X cost, Y sin tye Se", 
Rp Xes, Fese(p+g=a) HH te| 0, 多 | 是 S++ 上 具 
=P Fg FE HB 8 A Sp E R 
jatl?=1 和 4é=(q—-Leotgi- (p-lL)tgt, 
RAE RB fa S-S- Se-L Sm-! 为 | 
fX cost, Y sin t) = (F (X )cos r(t) cos r(t), 
fa joos ,(#)sin rs(t), 
fatY sin 11(4)), (6.76) 
其 中 Ffi fot Ss MARR HAMAR. EES Ea 
为 常数 Mf2, Ae {2 和 43/2, 其 中 
A= hy (hi t+p—-2), Ae=Ae(ke+¢-2), M= kalkita — 2), 
ki=0, 1, +, | 
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映照 了 是 关于 S"! PSS wt, URS 上 等 参 映照 7 
的 等 变 水 平 映照 。 它 诱导 了 映照 f= (rit), nE) RIN, 
下 面 ; 我们 用 约 化 定型 6.3, 来 推导 (6 76) 式 所 定义 的 映照 为 


外 直接 计算 可 得 

= @ , @ a 

Fa ae Tigr t" Br? 
a a 

Va Bry 一 TIET a 
ê ae 

a Ory — CT Spy 

V a = gin 7, cos T 4 

pi Ory NOS Bry 

因此 ,得 到 了 的 张力 场 为 


t(f)= Ya df) - 2 = (r{+r} sinri cos 71) 


2 + h-2 rir} ergo (6.77) 
EMH) ABO UPSS AH ACHE, 它 的 平均 曲率 向 量 
为 H, | 


Hi= (P -1tgt-(g-Lotgt) &, 
BK 
- ft = (1 -Dotgt- (P- Dtg Ohri gtr g) 
(6.78) 
设 By 是 S”-! 中 等 参 映照 7 的 纤维 子 流 形 W (yu V) 的 第 二 基本 
PR (Es Bo} = 于， 25) AMO MAE, Ib 


sin $ 
ecTS’,eeTSt", 由 直接 计算 可 得 
iy f, —& 8 \_ Asin f cos r, cos? sta 
\ tate * cost? Or cost t 
f 1. 8 \_ Meograinr cos Tr, 
\ V jet *‘cost’? cosr, Or,/ Got oo” * 


AOR SD ARR 
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( 8 NLL As h Sin? rs 
\ Y ae ft feast sin or, / = Sin? £ -sin fi CDS Tis 
/ Ee, Zł 2^ — Ag CO cos Ti 
\ V ett ¢ fe sin. £? cos Yi OTs i aing | i sin, Te cos Tie 
据 此 ,我 们 有 
By (Fa E’ Ff) + Bf, Bas fa E 
_/y¥ ei Se ae 
AP In cost’ Or / er, 
í e 1 23\1 8 
i V A+ 3\ 1 6 
t om Ju cosi?” cogr: Or, / coari Or, 
/ ea ða 
HA Vas Fu Sint? or, err 


al. fete, 2. @S LT 9 
\ Vnii * aint? COST, Or, /cosr, Or, 


-r 


~\ cosi sin? ¢ 


( M Ay jsiny cos 7 2 
cos? é intr 2 ? Pra" 


45 (6.77) sh, (6.78) RI (8.79) RATA G.-D RBA] PP EH 
mary sing, cori + ((¢g-Ljctgt- (p —1)tgi rt 


A, cos4r — ħa sin? . 
L 2 As Pe )sin r, cos r,=0, 


A, cosir -- As Sin? r . ð 
L 2 As E 2 sin Ty, COS T, ir. 
1 


(6.79) 


eos? t sin“ ¢ 
rh 2Qringteri+ Kg- 1)ctg t- (p -1)tg ary (6.80) 
A he . _ 
(St ging / SB 72008 T2=9, 


a 
O<t<5, UTF, Ta 


如 果 我 们 假定 
lim 74(#) =0 以 及 lim 74 (2) =F( Rimr() =Z), (6.81) 
~ z = 


PRK, 可 连续 地 延 拓 到 整个 球 Set 上 。 
不 难 验 证 ,地 的 能 量 泛 画 ( 差 一 个 常数 因子 ) 为 
E= f (rricos? Tit hr 005" r, cos? g 
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+ ha COS? r4 Sin’ 十 Ag sin’? 7; Jedi, (6.82) 


sin*t 

H rH v =cos?-l¢ sin ali, 

ATLA, H (8.80) AR (6.81) 式 的 解 按 (6.76) 式 定 义 的 映照 
fi E'R 1 是 连续 的 , IFA FE SOAS e TU Se! fF M 
BRR, FN 6.4. 工 中 -一 样 ， /的 弱 调 和 人 性 可 扩充 到 8" 关于 等 参 函 
数 RMI S Moe 上， ARRA Smi By Se! a eee 
调和 映照。 根据 主 正则 性 定理 , 它 一 定 是 光滑 的 。 这 样 , 就 将 问题 
HA (6.80) sh (6.81) RR 

定义 

X= {r= ri, rD) (0, ZR, 


tad 
区 
Irj? = | ` (itr trieri jodie ot, 


Eke PRR SL, 4 了 >>2, g>2 if, AREY? om (6.82) EA 
MLFA RIOR, MRRAER to, WREN p=2 wh g=2 
ARTA, FEX PH ATR | 


Xo={reX, #MO<t<F 时 osna, n OLF 


FA BU Tt GE BR gi 6.10 以 及 引 理 8.22 SHAK eS YS 
34, 

513 6.28 常 微分 方程 组 有 和 解 YoE Xo, 

RINE KA HA i FE EA. HR te t= 6 3f H igr) = 
farc tg e) A Ais), BE, (EG. SOR ew | 


d'd, (GAN ai a cog Ay + ED DOT (B= 28 Ay 


as? as een 
3 Fi = #73 一 
了 Me? costs 67" Os he Sinha) sin A; cosA; = 0， 


(6.88) 
ad? As ~ 9 Ay dAg tg Ay + ‘Cz 2)e~ "a (p— 267 236 ae 


gaë ds dg erpa t 
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Aei As 此 一 


一 gin A; cos 4, =O, 6.84) 


HH seR, 

Hr = Crt), ra) E Xo 是 方程 人 .80) 的 解 , 它 的 二 个 分 量 
都 不 是 常数 。 它 对 应 于 方 要 组 (6.83) 与 (6.84) 的 解 是 405) = 
(ds ds))， 首 先 ， 注 意 到 

| O< AS) < (6.85) 


否则 , 如 果 存 在 TER, 使 ALCS) =0, 郑 末 从 方程 (6.83) A (6.84) 
必 有 Ae) 0, 因此 As RR i re KoA IR. RUE A 


如 果 出 (s) 不 变 号 必 有 界 ， 那 未 从 (6.83) AM (6.84) 式 知 
ANSA Fs 从 而 AS (8) ~ Be St, 那 末 从 (6.85) 式 得 到 lim A’(s) 


: D, $ s- o HA LAA IB. 
FERIERE hhe 
如 果 对 充分 大 的 引 有 A0, WO. 83) AF A (ë) <0, 
所 以 ,对 任何 s>5, 出 (s) <0， 否 则 ,对 所 有 充分 大 的 s，A41(s) 保 
持 恒 正 。 关 由 前 面 讨 论 知 当 充分 大 时 , | Ai(s)} <e, 
. FERH Ai(s) 在 3 SESSA, RRP SA BL, OK 
此 ,将 (6,83) 式 改写 成 
AN (y—2)e7*- (p—2)e 


1 
Al FO erp. 
-es 
(e*+e)A 
sin A, cos Ay, (6.88) 
— AY (g- 2je-"- (p— 2)}e 
P(s}=2 [i + sge e: | 

和 
Qs) =? — (Aai (er? 十 e7*}— Aye" cos? Ag +T {ha — Ae sin” As) 


《es 十 Ga] 
Sin A; cOS Aj, | 
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WME 
P(s) =@(s), 
HAY (s)=1L 是 下 列 线 性 方程 
Pi(a) + P(SIY (5) =Q(s) - 
的 解 。 它 的 通 解 为 
Fea) = f. Q@pexp({" P(ada)dy+e wes) 
exp((" Pa)dz) Des)? 


其 中 5, cce R 号 任意 常数 。 由 直接 计算 可 知 
Des) = (AA + eniyi] gryta, 
Ns) = 上 |- (Ai) A cost dg > (Aaz Ae sintas jer | 
«(1 +4724) 2-9¢(1 4 e¥)j2-a(gin 24) Aidy, (6.87) 
所 以 | 
N(s)=D(s)>0, 

74 8 BATRAIAN N(DBAFS, SMEA <I, WE, M 
(6.87) RAE, s FEA, N’ (3) >0。 这 个 矛盾 说 明 3 一 co 时 ， 
A(s) HE. it, SFR TT BE (8. 84) PEAS LI BUT HE EIA HE, 8 +00 
By, A3(8)>0, 

下 面 再 讨论 8 -~ oo 时 的 情形 。 

首先 ,注意 到 如 果 有 绝对 值 充分 大 的 负数 使 AE = 0, FY 
#2 (6.84) BR ACs) >0。 所 以 ，A43(3) 对 绝对 值 充 分 大 的 负数 
RES, Ait, A PRT REE: | 

1) XtAO EAI E 有 AG <0 以 及 任何 ?< 有 有 
~@<A}(s) <O, Bit, 方程 (6.83) 说 明 ALCS) > 0, 从 而 ,对 所 有 
8<3 ff Ai(s)<O, AAT, (9) 24 s- co RA TE 但 
(6.87) RAAE N (s) <0, FRA). 

2) 当 s 一 一 oo Rt, O< Al(s) <e LR ~e<Aj(s) <0, 方程 
(6.84) 可 配 为 


14 第 6 章 SEMMAM 
A3 , {9—2)e :~ (p-2)e 
Al 


4 @74 674 
— 2A! tg Ay _ wear gin Az cos As, 
据 此 , 考 红 线性 方程 
Y's) + P(s)¥ (s) =Q(s), (6.88) 
其 中 
5 of 43 . (¢—2)e*—(p—2)e: 
pao( dh ade Eade) 
和 
Q = 2(4! tg 站 1 一 SS sin A, cos Ar)» 
所 以 了 (3) =1 是 方程 (6.88) 的 解 ， Bp 
V(syat= NO) | 
Ds) 
其 中 


D(s) = (44) (1 + e72)? (] + 62) 8a, 
N (s) = | (24g 4D (4p)*- BERR Asin 245) 
«(1+ e724) 2-2 (1 + e) -ady (6.88) 
BRU,W(s)>0, HW’ (s) <0, WHF AR(S) 4 8- 一 co 时 , 趋 
于 零 而 导致 DOURN(s AAFS, 也 得 到 矛盾 。 

3) 如 对 绝对 值 充分 大 的 负数 5 有 ALCS) <0， 但 同时 对 s <8 
#0<A <e。 方程 (6.83) 说 明 AU(s)>0, 因此 ， 当 <3 时 ， 
-2< 和 (8) <0, HK, (6.87) RW N’ (s) <0, 但 当 5- ~ co 
M NOM Al(s) ESHA PS, 从 而 导致 予 盾 . 

土 述 讨论 说 明 s 一 ~ so 时 唯一 的 可 能 性 是 41(3)>0 以 及 
48) >0, 

J ACE) H s-t co 时 的 单调 性 即 知 lim A(s) 的 存在 性 . 


如 果 lim Aa (5) 5, WREE 66>0， 当 5 充分 大 时 ，c0s 4:(5) 
> Eq; TBS MIE fay e > 0 Fil So >0, 总 存在 &> 8a, 使 A; (3) 
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<e, UA EOS 在 这 种 点 考 虚 方程 (6.83) 必得 到 
lim Ais) = 方 。 类 似 地 可 证 lim A(s)=0, BALM, RN 


得 到 了 下 而 的 引 理 

引 理 6.29 假定 为 莹 ja 如 果 7= (ris r2) E Xe EAE (8.80) 
的 解 , E r: 和 ys 都 不 是 常数 , 那 末 , ACs) = rlar tg #:) 是 方程 
(6.83) Fi (6.84) WR. 并且 $+ co Ht, Al(s) >O WR 

1) lim A(s) =0, 


2) lim A(s) = 5 和 lim 4s(s) = 六 中 至 少 有 一 等 式 成 立 。 
不 难看 出 ,方程 (6.80) 的 常数 解 只 可 能 是 (0, 0), (0, 5), 
( 0) 以 及 (Z Z) WEB Boh, WH ET, 0 )= 
BUS. g) E(P te ) 之 如 (0, 子 ); 如 果 我 们 再 假定 (p - 2) 


>u(4-2), HA, E( 0, Z)>E0, 0)， 这 样 ， 根 据 引 理 6.28， 


RERI ARMIA 0) 的 不 稳定 性 将 导致 方程 (6.80) 非常 值 解 
的 存在 性 ， 
考虑 能 量 泛 函 在 临界 点 (0, 0) 点 的 第 二 变 分 。 


ir 和 A 
di(u, u) É [a +t ant -co 
| 
wy +u er 7 zarr) 


Hp u= (ate)E 工 。 运 用 前 而 6.4.2 节 上 类似 的 方法 ， 我 们 可 以 
得 至 下 面 的 绪论 ， 

定理 6.30 假定 Asien A An (p—2) Sea, (4-2), 如 果 

1) 4> (p-2)4, 

2) das (p-—2)* 并且 vp- -4h + g- IH Dy, < 
pig-4, WRK 77 (6.80) 4 EM AR, 
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方程 也 可 以 有 部 分 常数 和 解 (0, r), Co ORCA, ZF), HP 


rer 和 72 不 是 常数 ,并 分 别 满足 下 列 方程 
r+ [(¢g—-lctgé- (pp— ltet)r 


AY ha * 
gin cog 7, = 0 
cos? sin? r) i ! 


H+L- Degi- (pig 7 (6.90) 
hg — Àe 
~ Sint E = sin F cos 7, = 0 
7+ [(g-ljotgt-(p-Dtgir, | 
Ay he . — 
+ (5 _ aay sin Fa cos 2 = (6.91) 


Ht Ae de, Eru 0) EO, r). WREG., HEGE 
常数 解 ， 一 般 地 ， inf  B(ry, 72) <H(0, r), 如 果 有 严格 不 等 


T= f urpe 


式 ， 那 末 ，(6.76) 式 的 确定 义 了 不 同 于 Smith 构造 的 新 的 调和 各 映 
照 。 综 合 上 面 讨论 , Sl FPR. 
定理 6.81036 {E Agee A Ag (p-2)2Ar(9-2), mR 
(1) 4A; > Cp ~ 254, 
或 者 
2) dhap -2 IFA WV (p - 238-44, + (9-2)? 4+ 4a, < 
p+ —4, BAR, (6.76) 式 给 出 了 一 个 调和 映照 .进而 ,如果 Ts 是 方 
程 (6.91) 的 非常 数 解 , (0, ro 是 不 稳定 的 , 那 末 , 方程 (6.80) 满足 
边界 条 件 (6.81) 有 解 ,这 就 得 到 了 &r -1 到 8 的 新 的 调和 映照。 
注 1 下 边 给 岂 一 个 具体 的 例子 ,说 明定 理 6.31 的 确 醋 以 给 
Hier ABR RR. E op =g = 5, h = hd. =h3=9-1=4, 方程 (6.91) 
有 一 个 解 rs = i WE, HERS MEO, r) 点 的 第 二 变 分 公式 为 


Ag 一 A, ainžr A, cos4r 
ra 2 3 一 8 
iu, uv) = KE 位 一 ee cos? 
pugi. Ae 7) 
isin? — aT 
E, u = Sin t cos- tE tz =0, WE, 


十 4 


cog? rs |edit, 
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Ilu, u}= |， cos* £ gin’ idt— ‘sin’ t cos? tat 


3/3 3 | 
-* f gin’ t cos? tdi — | sin’ t con? tdt <0, 
ğ . a 


ER NEEG. IL HORT EA RE 

注 2 本 节 中 得 到 的 化 约 方 程 (6.80) oP AA R Ht 
分 方程 组 。 我 们 在 解 B 到 3" 的 调和 映照 的 等 变 边 值 问题 中 ， 
得 到 的 化 约 方程 是 一 个 未 知 鼻 数 两 个 目 变 量 的 候 微 分 方程 。 我 们 
也 可 用 变 分 直接 法 来 解 化 约 得 到 的 偏 微分 方程 ， 具 体 请 见 文献 
[186], 


($6.6 射影 空间 间 的 调和 映照 


复 ( 四 元 ) 射 影 空间 和 球面 密 拔 相关, ARR LASS BK, 运 
用 命题 8.2, 如 果 它 关于 S183) 作 用 不 变 , MBB GP (QP) 
上 的 等 参 函 数 。 这 样 ， 我 们 就 可 以 构造 射影 空间 间 的 等 变调 和 里 
fa, Urakawal!' HARRER ERPATRE 1 EME, 将 调和 
性 方程 化 的, 得 到 了 复 射 影 空间 间 的 调和 上 映照。 这 里 , 我 们 用 这 一 
章 的 头 二 节 建 科恩 来 的 框架 ， 求 得 到 射影 空间 间 的 调和 映 委 ,下 
面 对 内 元 射影 空间 进 一 步 讨论 ， 类 似 地 ， 同样 可 得 复 射 影 空间 的 
情形 。 

Hom tn 一 人 Po 是 以 53 为 纤维 的 通常 的 Riemann 浸 
B. HEN ZES 可 表示 为 

Z=(X cost, F sin t), ots 
Hp Xese, 了 E S41(p+g=n)，t 是 Sim1 上 的 等 参 函数 ， 
它 关 于 Riemann BY r EFE, AGT OP yee we, 
EH AK AF eB BT 
M,=84*-'(c09 4) x S4e-1 (sin i) £83, 


RTE QPP, OPI, 
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在 任 一 焦 流 形 上 取 一 点 ， 如 4E QPP, AM REE HT 
QPr! 的 济 地 线 。 它 必 落 在 过 4 并 且 和 Pr~! 垂直 的 某 条 四 元 
射影 直线 上 。 因 而 ， 那 些 四 元 射影 前 线 是 分 布 n=grad t, Jin, 
Tis, Ten} 的 积分 流 形 ， 基 中 Ji Je Ts) i QP hi y 
Kahler a, 考虑 到 @P!= 84( 5)， 具 常 截面 曲率 4 并 且 是 


QP- 中 全 测 地 子 流 形 ， 所 以 %= gradt hy Bis} HHA QP? 中 的 
WHR. OP 在 极 坐 标 下 有 度量 形式 
1. 2 
ait + (5 sin2t) $2, 
HP y ee OW R EM. 我 们 有 
nat, EL Ina 
其 中 v ES EERBAAR. AE, 
Vat = fete 2n, 
这 意味 着 Jin 都 是 以 -20ctg 2 A ERRER EDA, 
我 们 来 计算 OPK eH aE BB. Bae 
下 列 指 标 取 值 范围 ， 
Iss, i--<4n-8, las’, ¥, ++<4n—5, 
A, #, v=l, =, dnb, dn=—3, dn-2, dnei, 
4, 9, k=1, 2, 3 
HEE PEM, WE M, WAPI HERRES (6, Car 


= Sfin- Cang = S28 gna, Ogg = J 50nd, Stave) s {E er E TMs 


La E 4 三 Z ENM., 我 们 有 


Wey (4 =1, Z, 3) 


Jitant = ~ banas F2€an-7= — Canes .ae -rz= O4n-6, 
Jibana = 6dn_5， Jaane = — Canty Yalang = — Ein Ty 
J 26in-5 = ~ Carnis S20 ing = Gente Jalan- = — Cana 
在 Se- 的 对 应 点 五 = a (py FI EPRA 
{Ëss Can As fan- age = Filin? 5 


其 中 Hye = Gary TO gn = Ë in- dy Ein 是 Stes 在 QR" 中 的 位 置 
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向 量 , J, Or 中 的 四 元 Kabler gi ey, 
B hpr 是 型 ,在 和 Pei PA AS RAB R, fy EM, = 
x- (M) = 842-1008 t} x S4e-1 (gin t) 在 S41"-1 中 的 第 二 基本 形 
式 ， 根 据 Riemann 浸没 的 性 质 189 ,我 们 有 
agra = 上 rs, Fran? 4n-3= — 1, 
hans wn-2= —1, hign-5 m= —I, 
其 他 都 为 0, BA 


hy fea tnd QO 
-1 Ù 0 
Ran ans t Kanai dn-4-4 0 一 二 
Ran = 0 D 一 二 四 
-l1 0 0 0 90 8 
0 0-1 0 0 0 0 
0 0 -1 0 0 0 


QP! 中 在 p MEENA ERR, Beh 在 2 点 对 角 化 ， 
这 样 , EIEREN 


“0 0 | 


ti 


| 0 % 0 -10 0 
tia 0 -1 0 
0 ty, 0 9 -1 


-100 00 0 
0 0-10 0 0 0 
0 


0 0-1 0 0. 


AH dy = ~2 otg 2t= te t—ctgé, Ue ue HE BOW as, A(G. 92) x8 
得 到 ME S4"~! 中 的 主 方程 为 


200 Soe SPARE - 

外 一目 0 0 -1 0 0 
0 ws- 0 Q —1 Ù 

. 0 s-s O 0 一 工 

(一 w) (tta — wy 1 0 0 -x 00 =0, 
0 -1 0.0 -xz0 

0 0 -1 0 Ü -g 


Ep 
《ed = Æ) (tla ~ @) 90-3 (w — e — 13 = 0, 
而 另 一 方面 , ARTA, M 的 主 曲 率 为 tet, 重 数 为 dp -1， 
以 及 -ctg 1 重 数 为 4-1, BERD 
(2? - wae = 1)? = (x te w+ ete t)’, 
所 以 ， 仅 有 的 可 能 狂 是 上 = 3,0, =4 —4,a,-d4g—4,a,=3, SFE 
Wie, RITE FH ma., 
命题 6.32 M, = S84? (cos $) x 81-i (sin £) /S* Æ QP! h 
有 三 个 不 同 主 曲 率 tgi, ote + UE igt—etet, 它们 的 重 数 分 别 
%4p-4,4g-4 UBS, 

. 注 类 似 地 ， 更 简单 地 讨论 可 得 M: = S2°-? (cos t) x S427 
(sin t} /S' # GPi 中 有 三 个 不 同 主 曲率 tet, —otg 以 及 tgi- 
ctg 吕 它们 的 重 数 分 别 为 2p 一 2,29 一 2 以 及 1。 

注 2 上 面 讨论 中 的 标 架 场 人 8,} THR EAT RIA HERZ 
E Mea 过 2 YPIER FM, KWER r (OX QP 4, QP PS 
BRA SEE OP? 的 局 部 么 正 标 架 场 , 以 及 BB 点 附近 的 QP 
的 局 部 么 正 标 架 场 , 分别 将 它们 沿 着 测 地 线 rD 平行 移动 到 ZE 
Mi 点， 
6.6.1 从 您 Po: 到 Sn- 的 调和 映照 

设 fi, QP? +87, fzs BPr-!:->S3-1 是 能 量 密度 为 和 /2 和 
ja/2 的 育 和 映照 。 将 它们 与 Riemann 浸没 复合 得 到 六 = fiom, 
Stel Sel, fis fror, 根据 定理 6.3, CREMAR. AS 
HH eCF1) = 6(F 1) = 1/2, 6(F2) =effa)=)a/2。 那 本 ， 按 86.4 
介绍 的 Smith 方法 , TANER fe S19-1->Sm-1, ph a+ 8 
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j 
3 


KETA A, ERDRE RH BRE A/D y p e 
We, 被 出 发 流 形 上 Laplace 算 子 以 和 1 为 特征 值 的 特征 酒 数 记 实现 . 
ER QP?) 上 Laplace 算 子 的 特征 值 是 和 (8 + p), &, =0,1,2, 
-e Brel, RIIS T BER. 

定理 6.38 假定 MCO ~ 1) <A, (2p 一 De 如 时 

1) p~l) <h, 
或 2) (2p~l)?ahk, HAV (2p-1)t- h +v Ce-i h < 
2n- 2 FRR. H A= 4h, Ch + p) Ay = Akal kat a)y kis Wa = 0,1, 
…, (6.31) KX, (6.32) 式 和 (6.33) 式 所 确定 的 映照 Ff, Stet 
SoS TRA f, QPR, 
6.6.2 JQP BH QP” MRR 

HTa QPLRPA, fan RPL EQPS, fa S385 是 分 
BY) ALG RAA EAE M2, hoj2 和 As /2 的 调和 映照 ,， 设 1 是 如 
RRL OP?! 和 OP! Ae Wee Swe, HA wT 是 
人 中 有 QP! A OP a) hy ee i BS We 

对 任何 ZE QP \QPPU QPe-!, 存在 唯一 的 水 平 超 曲 而 
M, = 849-1 (cos ty x S#¢-1 (sin /Ss df Ze M,, MA HORE IER 
FM, HMR rO 2% OPP FZ, =7(0), 2 QPO +s Z= 


(3). RY AP RF A Pes 得 到 Z! = fi (Z9) e QP), Z= 


F(Z) € OPO! ERAR 21 和 Z WHR CRE), 
它 是 gradr 的 积分 曙 线 。 这 测 地 级 决定 了 唯一 的 四 元 射影 直线 


epias()), Cay M 相交 于 S(t sin2r), 2M 
地 , 2 确定 了 (L sinz) 上 的 一 点 2a。 应 用 映照 fs 得 到 Zi = 


JZ). we r(02(0, Ff 0, g Larese ser aim, 定义 光 
NRE FQP- QPI Y QP QP 如 下 
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| (Zi, Zi, Zs, T), MRT HO, | 
(FI 22, Zs, ) =4 (4), 0, 0, 0), 如 果 7=0 (6.93) 
(0, 49, 0, F) 如 果 r =z. 
WE r) WER F: 
lim r (4) =0 和 lim r(t) = >? (6.94) 
闭 末 ， 上 述 定 义 的 喘 照 可 连续 地 延 拓 到 焦 流 形 而 成 为 定义 在 整个 
QP"1 上 的 映照 ,我 们 仍 记 它 为 fe 
Hy (6.93) 式 所 定义 , IR Z E QP OP 'y Prt 
F(Z) -| Fo, Mm ZEQP 
F(Z), WE ZE 他 Pa- 
(6.95) 


WF FE QP OP UQP I | BA, 那 来 ， 和 前 面 
一 样 可 说 明 f OP 上 是 纶 调和 上 映照， 再 由 主 正则 性 定理 ，f 
是 光滑 映照 。 这 样 ,我 们 可 用 定理 6,3 来 得 到 f FLOP '\QPe-1 
UQPo 的 调和 和 性 ， 首 先 , 它 在 水 平 超 曲 面 上 诱导 了 映照 ft: M, 
Mi, 

命题 6.34 上 映照 f+ 是 调和 的 ， 

证 明 对 任何 ZEM, HEt # Aam M TEE A ab Ry (2), 
QP A, OPIS B, MAE OP?! ARS ER 
MB ee} (G=1, ++, 49-4) MBB OP KAR ERR 
te (a= 49-8, =, 4n-8), BEE (OERRHA Z, 得 
AEs) 和 二。}。 容 易 看 出 
1 


= H,-—_e 
° > = sint ™ 


4 
cos f 


4 Ems =h oe (G=1, 2, 8), (He, Em Be) M, 附近 的 局 


部 么 正 标 架 场 。 注 意 到 全 5， -于 | 是 完全 可 积分 布 ， 它 的 积分 
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HIER OP = 84， 央 此 Ease = oe, 其 中 ensa ES E 
9 Sin 2% 


么 正 标 架 场 。 我 们 关于 f OMe AM IK tS) 为 
TCF), CF Mt Ss) 的 线性 组 合 (以 关于 上 的 函数 为 系数 ) 而 得 
到 。 
oH, 根据 定理 6.3 了 在 @P NOP! UP"! 上 的 调和 性 ， 
WHERO ERTE 下面 来 推导 它 。 根 据 命题 5.32,， M: E 
他 只 ”中 的 平均 曲率 为 
H = (49 -lL)tgt- (åg -—LDetg i, (6.96) 
并 且 
BF, Ba, Fy Bs) + BF Hay Fe Ha) + BFE fa Ei) 
= er CF ptas Jsesyarn 和 
cter 


2 
一 int i CF gas f yt a gpm Br 


2ctg 27 ð 
gees FeO ep 


å sin? 2 


tgr cosir 9 
JET — Snes Fig@ad gps er 


IT 


_ cig r sin*y 2 
ati i (Sapfa fane Ca) gp Br 


2 
— 2g r RA 2r <f auets Fane) S- 


_ Ai As 2 
~\eogt = sin? & ez jain COs r- Or 
Deg sin 27 cos 27 2 (6.97) 


sin? 2¢ oy * 
#5 (6.98) ah, (6.97) RRA(6.5) MBN TH 
ant {(4¢ -L)ctg t- (4p -1)tg n af a 


Ay he . 
+ ee Sh eee sin T osr 
cos* t sin é 
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-2 SD OF OB AF 0. > (6.98) 
用 得 到 定理 6.8 类 似 的 方法 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 
定理 6.35113 satay (Q¢-1)<’.(2p-1), BRK FB 
(6.98) ZED RAE (6.94) TARRE EE 
I) (2p-1)*<A,—Ag 和 O<A, — As, 
By, 
2) (2p ~1)2hy~ Ag, OLA- Aa, Ü <da — Às 


和 
VR Vr 
ai . 
它 也 是 (6.95) AE ERER FZ, QP t+ Q Pe! 为 调和 的 充分 
REF 


注 1 我 们 举 一 个 满足 定理 6.35 的 例子 . 设 p=9=2. 考 
虑 @al= St 上 三 次 球 调和 多 调式 , 它 给 出 了 QP! 到 &2 的 能 量 密 
Bry 9 的 调和 映照, € SPS RPPR+QPY ABH A, Hh, =18 
的 映照 fis fo, QPI+QP, B fn eS BSI, IA 
hs = 3， 这 个 例子 满足 定理 6.35 的 第 工种 条 件 。 因此 ， 定 理 绘 出 
了 调和 映照 f, QPRP 

注 2 类 似 的 讨论 , 同样 得 到 CPCP- ER, 
时 fa SIS ka= kt, 0 1, =, Urakawa 在 文献 [117] 中 
用 复 射 影 空间 中 余 齐 性 为 1 的 群 作用 ， 得 到 了 化 约 方程 。 它 和 
(6.98) 式 是 同样 类 现 的 。 我 们 这 里 介绍 的 方法 ， 更 清楚 的 揭示 了 
方程 (6.98) 中 系数 的 几何 意义 ， 

最 后 注 记 。” 当 边界 条 件 落 在 目标 流 形 的 测 地 互 邻 城 时 ， 调 和 
揣 照 的 边 值 问题 是 可 解 的 5 否则, 不 能 期 望 有 一 般 的 存在 性 定 
埋 ， 对 有 良好 几何 辣 构 的 流 形 , 求 等 变 “大 边 值 ?问题 的 解 , 近年 来 
为 大 家 所 关注 。 在 文献 [14], [15], [83], [45], [46], [47], [68], 
[136] 和 [145] 中 ,他 们 研究 了 单位 圆 盘 五 ?或 BS (= HE RR 
fk) 到 球面 的 等 变调 和 胸 照 的 等 变 “ 大 边 值 > 问题 。 作 者 在 文献 
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[139] 中 研究 了 P 到 复 射 影 空间 Cr gA EAR WwW 
Epi EH TER TETE, 并 且 证 明 它 必 演 化 成 调和 映照 边 
值 问题 的 解 。 这 里 , 边界 条 性 虽然 有 * RAS AUPE BAAREN 
Hb SB a a ， l 
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